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This book, THEORIE MATHEMATIQUE PLATONISTE-THEORIE ALEATOIRE 
DES NOMBRES(v2), written in French, exposes 2 fundamental theories in Mathematics. 

The 1* theory, THEORIE MATHEMATIQUE PLATONISTE (Platonist 
Mathematical Theory), is a Platonist interpretation of the whole of mathematics. It shows that 
all mathematics can be interpreted in a new way, every mathematical theory, every theorem, 
every proof can be interpreted by the Platonist Mathematical Theory. Consistance of classical 
mathematical theories can also be obtained using the Platonist Mathematical Theory. 

The 2", THEORIE ALEATOIRE DES NOMBRES (Conjecture de Goldbach) 
(Random Theory of Number, Goldbach’s Conjecture) is the 1° theory of random in number 
theory. This theory permits to obtain a theoretical justification of Weak and Strong 
Goldbach’s Conjectures, and also of the Conjecture of the Twin Primes by Hardy and 
Littlewood. 
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Ce livre, Théorie mathématique Platoniste-Théorie Aléatoire des Nombres, est aussi inclus dans le 
livre « Théories d’or 10° édition », auteur Thierry DELORT, publié aux éditions Books on Demand, 
Paris. 
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I. PRESENTATION DE L’OUVRAGE. 


Après avoir lu un livre sur les mathématiques prêté par un ami, Arnaud S., j’ai essayé de 
résoudre la célèbre Conjecture de Goldbach, « Tout nombre pair est la somme de 2 nombres 
premiers ». De plus, j’ai aussi travaillé aussi sur une nouvelle approche des fondations des 
mathématiques et de la logique, dont la conception actuelle reposant sur le formalisme me semblait 
restreinte et insatisfaisante. 


Dans ce livre, je présente donc 2 théories qui sont le fruit de nombreuses années de 
recherches, plus ou moins continues. 

Même si les 2 théories que je présente sont révolutionnaires sous bien des aspects, je n’ai pu 
les élaborer qu’en utilisant les travaux de chercheurs, connus ou inconnus qui m’ont précédé. J’ai aussi 
utilisé des livres scientifiques très intéressants, indiqués dans les Références de mes articles. J’ai aussi 
bénéficié de l’enseignement excellent de certains professeurs lors de mes études primaires et 
secondaires, et du soutien moral et logistique de nombreux membres de ma famille proche, et des 
aides de diverses natures d’autres personnes, dans la rédaction de ce livre (Voir Remerciements). 


Dans la partie II. suivante, je rappellerai le contexte historique scientifique dans lequel chaque théorie 
a été obtenue. 


IDPRESENTATION DE CHACUNE DES THEORIES 
A.La Théorie mathématique Platoniste. 


Le plus important mathématicien de l’antiquité fut, à mon avis, le mathématicien Grec Euclide (vers- 
300). Le premier, il eut l’idée d’exprimer une théorie sous la forme d’Axiomes et de Théorèmes, les 
seconds étant déduits logiquement des premiers. Cette théorie était géométrique et étudiait différentes 
figures dans un Plan Euclidien, elle est pour cela connue sous le nom de géométrie Euclidienne. Plus 
tard, notamment avec l’invention des chiffres classiques par des mathématiciens Indiens, la Théorie 
des nombres se développa elle aussi, et à partir de la Renaissance, les mathématiques se développèrent 
dans leur ensemble, et connurent un essor extraordinaire. Le mathématicien français Descartes (1596- 
1650) introduisit les coordonnées cartésiennes, et on découvrit qu’on pouvait interpréter toute la 
géométrie Euclidienne en utilisant les coordonnées cartésiennes. Puis de nouveaux concepts 
mathématiques fondamentaux apparurent, notamment le concept d’ensemble. 

La plupart des mathématiciens avaient l’idée d’une certaine signification réelle des 
mathématiques, et 1l était facile de se représenter un Plan Euclidien, ou un système de 2 axes gradués 
dans un plan définissant des coordonnées cartésiennes. Cependant, avec l’apparition du concept 
d’ensemble, apparurent certains problèmes qui rendaient de plus en plus difficile de donner une 
signification réelle aux mathématiques. Ainsi, dans la 1° Théorie des ensembles, si on considérait des 
ensembles existant, on obtenait un ensemble ayant ces ensembles pour éléments, mais un 
mathématicien Allemand, Cantor (1845-1918) montra qu’il était impossible qu’un ensemble contienne 
tous les ensembles. Un mathématicien Anglais, Russel (1872-1970) montra aussi, et c’est assez facile 
de le vérifier, qu’il est impossible qu’un ensemble contienne tous les ensembles qui ne se contiennent 
pas eux-mêmes. Ces impossibilités sont connues sous le nom de Paradoxe de Cantor et Paradoxe de 
Russel, et elles conduisirent à abandonner la 1°" théorie des ensembles avec laquelle on obtenait ces 
paradoxes appelée Théorie naïve des ensembles. 

De plus les mathématiques devenaient de plus en plus compliqués, et il devenait de plus en 
plus difficile de se représenter comme ayant une signification réelle les concepts introduits par les 
mathématiciens. En particulier, grâce aux travaux du mathématicien Français Cauchy (1789-1857), on 
identifia les droites à des ensembles, et en particulier on identifia chaque droite d’un repère Cartésien, 
c'est-à-dire d’un système de 2 axes définissant des coordonnées cartésiennes à un ensemble R, 
contenant des nombres appelés réels. Un repère Cartésien était alors identifié à un ensemble produit de 
R par lui-même. Cependant, cet ensemble R est plus difficile à se représenter qu’une droite dans un 
plan Euclidien ou un plan muni d’un repère cartésien. Mais de nouveaux concepts mathématiques 
beaucoup plus complexes que R apparaissaient aussi. 
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Cependant, la question du Platonisme d’un point de vue philosophique, c'est-à-dire la question 
de savoir si les mathématiques avaient ou non une existence réelle, n’était pas abandonnée. Mais ceci 
relevait strictement du domaine philosophique car aucune théorie mathématique des fondations des 
mathématiques ne pouvait être considérée comme une théorie Platoniste. Ainsi, les Axiomes des 
théories mathématiques n’étaient pas interprétés, et les théories mathématiques modélisant la logique 
mathématique étaient des théories dites de logique formelle. D’après ces théories, les propositions 
mathématiques étaient considérées comme des suites de symboles, qu’on pouvait déduire les unes des 
autres par des règles automatiques. La déduction en mathématique était modélisée dans les théories de 
logique formelle par ce qui est appelé des systèmes formels, définis par des Axiomes et des règles 
automatiques de déduction, permettant d’obtenir des propositions à partir des Axiomes. 

On admettait dans les théories de logique formelle 2 Principes fondamentaux concernant les 
propositions en mathématique, qui étaient les suivants avec quelques variantes possibles : 

-Toute proposition est vraie ou n’est pas vraie (Principe du Tiers Exclu) 
-Aucune proposition est vraie et fausse (Principe de Non contradiction). 


C’est dans le cadre des théories de logique formelle qu’on étudiait la consistance des théories 
mathématiques, c'est-à-dire de savoir si on pouvait déduire une proposition et sa négation à partir des 
Axiomes d’une théorie donnée, et qu’on étudiait la complétude d’une théorie, c'est-à-dire s’il existait 
une proposition vraie qu’on ne pouvait pas déduire d’une théorie donnée. En particulier, on s’est 
aperçu que certaines théories, malgré des Axiomes contradictoires étaient consistantes. C’était par 
exemple le cas pour la théorie de la géométrie proposée par le mathématicien Riemann et la Théorie de 
la géométrie Euclidienne. Un problème se posait donc: Les 2 théories étant apparemment 
consistantes, comment savoir laquelle est vraie ? 

Le mathématicien Américain Godel (1906-1978) résolut le problème de la complétude en montrant 
qu'aucune théorie représentée par un système formel (c'est-à-dire donc le modèle représentant les 
théorie mathématiques dans les théories de logique formelle) n’était complète. Il existait toujours une 
proposition vraie qu’on ne pouvait obtenir par le système formel. Pour montrer ceci, Godel considéra 
la proposition : 

P :P n’est pas démontrable (dans le système formel considéré). 

Et on comprend intuitivement que tout en étant vraie, cette proposition ne peut pas être démontrée par 
le système formel considéré. 

A l’heure actuelle, la question philosophique du Platonisme n’est pas résolue: Certains philosophes 
croient en l’idée du Platonisme définie plus haut d’autres pensent que, comme on les représente dans 
les théories mathématiques de logique formelle, les mathématiques ne sont que des déductions 
automatiques dépourvues de sens. On appelle formalisme cette 2°” position philosophique concernant 
les mathématiques. L’une et l’autre position sont défendues par divers arguments philosophiques. 

Or la Théorie mathématique Platoniste exposée dans ce livre permet de prouver 
mathématiquement l’existence réelle de tous les concepts mathématiques classiques, d’expliciter la 
signification réelle de toutes les propositions utilisées par les mathématiques classiques, et en 
conséquence la signification réelle de toute démonstration utilisée dans les théories de mathématique 
classique. Cette Théorie mathématique Platoniste n’est pas de nature philosophique, mais est de nature 
mathématique. En effet, elle est totalement analogue à la première grande théorie mathématique, ayant 
servi de modèle à toutes les théories mathématiques qui suivirent, c'est-à-dire la théorie d’Euclide : 

On sait qu’Euclide admettait l’existence d’un espace contenant les figures géométriques qu’il étudiait 
(droites, triangles, cercles). De plus, comme on l’a rappelé plus haut, il déduisait logiquement des 
théorèmes de certains Axiomes, méthode reprise par l’ensemble des mathématiciens qui suivirent. 

De façon analogue, la Théorie mathématique Platoniste est basée sur des Axiomes dont on déduit des 
théorèmes. Le premier Axiome admet l’existence d’un Espace (appelé Espace Mathématique 
Platonique) contenant tous les objets mathématiques de la même façon qu’Euclide admettait 
l’existence d’un plan contenant toutes les figures qui existaient d’après ses Axiomes. Les autres 
Axiomes de la TMP (Théorie Mathématique Platoniste) sont eux aussi de formulation simple et se 
comprennent intuitivement comme c’était le cas pour les Axiomes de la Théorie Euclidienne. Ils 
permettent l’obtention de théorèmes exprimant l’existence des objets mathématiques correspondant 
aux concepts des fondations des mathématiques, ceci de la même façon que d’après les Axiomes 
d’Euclide on obtenait l’existence de certaines figures géométriques à partir d’autres figures. Tous les 
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Lemmes et Théorèmes de la TMP sont obtenus par déduction logique des Axiomes de la TMP. En 
particulier, on obtient dans le 1 article (Introduction à la logique Platonicienne-Théorie des 
ensembles) des Lemmes ou des Théorèmes exprimant l’existence d’objets pouvant être identifiés à 
l’ensemble des réels R qu’on a évoqué plus haut, et aussi l’existence d’objets mathématiques ayant les 
propriétés de concepts mathématiques classiques comme les espaces vectoriels ou les corps. Les 
méthodes introduites dans ce premier article peuvent être généralisées pour prouver l’existence 
d’objets mathématiques ayant les propriétés de très nombreux concepts utilisés en mathématique 
classique. La TMP, fondée sur des Axiomes de la même façon que toute théorie mathématique, 
apparaît comme étant consistante, et on expose dans le 1” article comment elle évite les Paradoxes de 
Cantor et de Russel évoqués plus haut. La particularité de la TMP est que ses Axiomes ont une 
signification réelle. Mais on déduit de ces Axiomes des théorèmes de la même façon qu’on déduit des 
théorèmes des Axiomes de n’importe quelle théorie mathématique. 

Il est à noter que dans le 1 article exposant la TMP, on introduit un concept qui est 
fondamental dans la TMP qui est celui d’un concept non-flou. Tel qu’on l’a défini dans la TMP, un 
concept non-flou est un symbole S tel que tout objet mathématique existant ou bien peut être 
représenté par S ou bien ne peut pas être représenté par S et que de plus on n’a aucun objet 
mathématique qui à la fois peut être représenté par S et ne peut pas être représenté par S. Dans le 1°” 
article on donne un Axiome simple (Axiome 2.5) permettant de justifier qu’un symbole est un concept 
non-flou. Cet Axiome se comprend intuitivement, mais l’origine complète de sa validité sera exposée 
dans le 2" article (Logique Platonicienne des Propositions), où l’on verra que cet Axiome est la 
conséquence d’autres Axiomes beaucoup plus simples de la TMP. On verra aussi dans ce 2" article 
qu’il est donc toujours possible d’utiliser ces nouveaux Axiomes à la place de cet Axiome très utilisé 
dans le 1°” article. 

Dans le 2° 
axiomes : 

-Un théorème analogue au Principe du Tiers Exclu (énoncé plus haut). 
-Un théorème analogue au Principe de Non contradiction (énoncé plus haut). 


article on introduit donc de nouveaux axiomes très simples, et on déduit de ces 


Ainsi, ce qui n’était dans la logique formelle que des Principes sans justification devient des théorèmes 
déduits des Axiomes de la TMP, dont la démonstration dans la TMP permet de comprendre 
complètement l’origine de la validité. On résout aussi dans le TMP le problème de la consistance : On 
montre que toute théorie mathématique Platoniste est consistante. (On définira dans la TMP une 
théorie mathématique Platoniste, la TMP en étant un exemple ). La TMP définit complètement 
comment on peut, pour toute proposition d’une Théorie mathématique Platoniste, expliciter sa 
signification réelle, c'est-à-dire sa signification dans l’espace mathématique Platoniste introduit dans le 
1 Axiome de la TMP, et aussi les critères permettant de déterminer si cette proposition est 
vraie fausse, ou ni vraie ni fausse. Toutes ce définitions et ces théorèmes sont donc déduits des 
Axiomes de la TMP. 


La TMP apparaît donc comme la théorie mathématique la plus générale, car c’est la théorie 
s’appliquant à toutes les théories mathématiques : Non seulement elle permet d’obtenir et de justifier 
l’existence de tous les concepts des fondations des mathématiques, mais aussi la signification réelle de 
toutes les théories mathématiques classiques et l’existence de tous les concepts mathématiques 
classiques. Elle permet aussi de justifier la consistance de toutes les théories mathématiques 
classiques, en interprétant la logique inhérente à toute théorie mathématique classique. On a vu en 
particulier que les théorèmes fondamentaux qu’elle permet d’obtenir, correspondant au Principe de 
Non contradiction et au Principe du Tiers Exclu ne peuvent être obtenus dans aucune autre théorie 
mathématique. De plus, interprétant les fondations des mathématiques, elle peut être utilisée comme 
base de toute théorie mathématique classique. 

Comme on l’a remarqué, la seule différence entre les Axiomes de la TMP et les Axiomes 
d’une autre théorie mathématique classique consiste en ce que les Axiomes de la TMP ont une 
signification réelle. La TMP utilise des concepts primitifs, c'est-à-dire sans définition explicite dont on 
utilise les propriétés intuitives, qui sont principalement les mêmes ou analogues à ceux utilisés dans 
les théories mathématiques classiques. Ainsi, on a vu que le concept primitif Espace mathématique 
Platonique dans la TMP était analogue au concept primitif de Plan Euclidien dans la Théorie 
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d’Euclide. La TMP utilise les concepts primitifs « est élément de », « existe » qui sont utilisés dans 
toutes les théories mathématiques classiques. Le concept primitif «représente » est utilisé dans la 
TMP de la même façon qu’il est utilisé implicitement dans les théories mathématiques classiques, avec 
cependant la remarque que dans les théories classiques, on ne l’utilise que pour définir des concepts 
non-flous (définis plus haut), alors que dans la TMP, il peut exister des concepts flous. Cependant, la 
TMP met en évidence que c’est parce qu’elles n’utilisent que des concepts non-flous que les théories 
mathématiques classiques peuvent être considérées comme des théories mathématiques Platoniste, ce 
qui est à l’origine de leur consistance. Dans les déductions d’Axiomes de la TMP, on utilise les mêmes 
propriétés intuitives des concepts primitifs que celles utilisées dans n’importe quelle théorie 
mathématique classique. Par exemple, concernant le concept primitif « est élément de » on utilise dans 
la TMP comme dans toute théorie mathématique classique qu’il est impossible que le naturel 2 soit 
élément et ne soit pas élément d’un ensemble. Concernant le concept primitif « existe », la TMP peut 
utiliser comme toute théorie mathématique qu’il est impossible qu’un élément d’un ensemble donné 
existe et n’existe pas. La TMP introduit aussi le concept primitif d? «objet mathématique », mais 
n'utilise que les propriétés évidentes de ce concept primitif. 

La TMP résout le problème évoqué plus haut concernant la géométrie Riemannienne et la 
géométrie Euclidienne: On peut établir utilisant la TMP que les Axiomes des 2 théories expriment les 
propriétés d’objets existants et que les 2 théories sont des théories mathématiques Platonistes. Il en 
résulte qu’elles sont consistantes, et les Axiomes de l’une et de l’autre théorie sont vrais, mais ils 
n’expriment pas les propriétés des mêmes objets mathématiques. 


On voit donc que la TMP permet de prouver classiquement et rigoureusement à partir de ses 
Axiomes l’existence de tous les concepts mathématiques classiques. On pourrait cependant répondre 
qu’on n’est pas sûr de la validité des Axiomes de la TMP. Or quelle que soit la Théorie mathématique, 
on sait que par définition on ne démontre jamais ses Axiomes, quelque soit leur simplicité (Sinon, ce 
ne sont plus des Axiomes mais des théorèmes). 

Cependant, ce qui illustre la validité de la TMP et de ses Axiomes, c’est le remarquable accord 
entre ses prédictions théoriques et ce qu’on vérifie en analysant les théories mathématiques 
classiques : Ainsi, par exemple la TMP définit complètement une proposition ayant une signification 
Platoniste ainsi que cette signification Platoniste, et on observe que cela s’applique à toutes les 
propositions des théories mathématiques classiques, dont on peut obtenir une signification Platoniste 
totalement en accord avec la définition de la TMP. De plus toutes les démonstrations utilisées dans les 
théories classiques, peuvent exactement se mettre sous la forme des démonstrations des théories 
mathématiques Platonistes définies dans la TMP. Les théorèmes de la TMP correspondant aux 
Principes du Tiers Exclu et au Principe de Non-contradiction, démontrés pour des théories 
mathématiques Platonistes, se vérifient pour toutes les théories mathématiques classiques, dont on 
vérifie aussi la consistance, démontrée pour les théories mathématiques Platonistes. De plus, il est bon 
de rappeler que la TMP permet de démontrer théoriquement l’existence de tous les concepts 
mathématiques des fondations des mathématiques, tout en apparaissant comme consistante ; elle 
permet notamment d’éviter les Paradoxes de Cantor et de Russel. Et donc, c’est ce remarquable accord 
entre les prédictions de la TMP et ce qu’on observe en analysant les théories mathématiques classiques 
qui illustre la validité de la TMP et de ses Axiomes, dont on sait que par définition des axiomes d’une 
théorie mathématique, on ne pourra jamais démontrer la validité (sauf à partir d’autres Axiomes dont 
on admet aussi la validité). On verra que la TMP a des applications importantes dans la compréhension 
de la physique et de toute science utilisant un cadre mathématique. 

En conclusion la TMP permet d’apporter une réponse claire à la question Philosophique du 
Platonisme, en permettant de justifier théoriquement l’existence de tout concept mathématique 
classique. 


B. La Théorie Aléatoire des Nombres. 


J’ai appris par un ami (Arnaud Sergent) l’énoncé de la Conjecture de Goldbach : « Tout nombre pair 
est la somme de 2 nombres premiers », et que celle-ci n’avait jamais été démontrée. Cette Conjecture a 
été proposée au 18°” siècle par un mathématicien Allemand, Goldbach (1690-1764), et depuis lors de 
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nombreux mathématiciens ont tenté sans succès de la démontrer. On l’appelle aussi Conjecture faible 
de Goldbach, pour la différencier de la Conjecture forte de Goldbach suivante : 

Deux mathématiciens Anglais, Hardy et Littlewood, sans démontrer la Conjecture faible de 
Goldbach précédente, ont proposé une autre Conjecture beaucoup plus complète et complexe, qui est 
la suivante : « Si r(k) est le nombre de paires de nombres premiers dont la somme donne k, alors : 


k 


k) = 2C, 6 
des e= 2 Log} a 
Avec : 
C, = ar 0,66 (7) 


Dans ies ma précédentes, p et p; sont des nombres premiers supérieurs ou égaux à 3. 

Il est évident que cette 2°™ Conjecture, appelée Conjecture forte de Goldbach ou Conjecture étendue 
de Goldbach entraîne la Conjecture faible de Goldbach (pour des nombres pairs assez grands) , mais il 
semble évident qu’elle est beaucoup plus difficile à démontrer en supposant qu’on puisse les 
démontrer toutes les 2. 


Cherchant à démontrer la Conjecture faible de Goldbach, j’eus un jour l’idée, prenant 
k=10000, de considérer l’ensemble A(10000) des paires de nombres premiers inférieurs à 10000, et 
l’ensemble B(10000) des paires {i,10000-i}, i étant un nombre impair inférieur à 5000. J’ai calculé 
alors la probabilité que A(10000) et B(10000) n’ait aucun élément en commun, ce qui est facile en 
utilisant la théorie des probabilités, et j’ai trouvé que cette probabilité était supérieure à 1-10%°, c'est-à- 
dire un zéro suivi de 50 chiffres 9 après la virgule (L’obtention de cette probabilité est exposé dans le 
1" article « Théorie Aléatoire des Nombres. Partie I : Conjecture de Goldbach » exposé dans ce livre). 
Ceci fut comme un flash pour moi : La Conjecture faible de Goldbach ne serait-elle pas dû aux 
probabilités ?. 

J’ai travaillé ensuite de nombreuses années, en essayant de développer cette idée : Comment 
obtenir certaines propositions faisant partie de la Théorie des Nombres par la Théorie des 
probabilités ?, et j’ai pu ainsi élaborer la Théorie Aléatoire des Nombres : 

Le Principe de cette théorie est que le hasard, ou plus exactement les lois du hasard, sont à 
l’origine de la validité de certaines propositions en Théorie des Nombres. Cependant, les lois du 
hasard dans les nombres ne peuvent s’exprimer de la même façon que les Axiomes classiques de la 
Théorie des Nombres, et de plus elles ne peuvent pas être démontrées en utilisant la Théorie des 
Nombres classique. Or il semble certain, tout comme on l’a vu précédemment avec la Conjecture 
faible de Goldbach, que certaines propositions vraies en Théorie des Nombres sont uniquement dues 
aux lois du hasard dans les nombres, et dans ce cas, on ne trouvera jamais une démonstration de ces 
propositions utilisant seulement la Théorie des nombres classiques pour la simple raison qu’une telle 
démonstration n’existe pas. L’existence de telles propositions est impossible à prouver en utilisant la 
Théorie des nombres classiques, car pour cela, il faudrait d’abord démontrer que ces propositions sont 
vraies en utilisant la Théorie des nombres classiques, ce qui est impossible par hypothèse. Mais d’un 
point de vue de pure logique, il n’y a aucune raison pour que de telles propositions vraies, qui soient 
dues uniquement aux lois du hasard dans les nombres, n’existent pas. 


J’ai donc découvert qu’il était nécessaire, pour exprimer les lois du hasard en Théorie des 
nombres, d’introduire une nouvelle logique appelée logique aléatoire. Cette logique est basée sur des 
propositions appelées pseudo-Axiomes aléatoires, qui sont analogues aux Axiomes classiques, c'est-à- 
dire qu’ils ont un caractère d’évidence. Ce sont ces pseudo-Axiomes aléatoires qui permettent 
d’obtenir des modèles statistiques concernant des nombres, ainsi que des propositions classiques 
apparaissant comme des conséquences des lois du hasard en Théorie des nombres. Cependant, la 
différence fondamentale avec les Axiomes classiques est que, malgré leur caractère d’évidence, les 
modèles statistiques qu’ils permettent d’obtenir ne sont pas toujours valides. 
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Si une proposition classique est obtenue par cette logique aléatoire, elle est définie dans la 
Théorie Aléatoire des Nombres (T.A.N) que j’ai exposée plus loin comme ayant une explication 
aléatoire, c'est-à-dire donc une justification théorique basée sur les lois du hasard dans les nombres. 
Une telle explication aléatoire d’une proposition classique n’est intéressante que si on ne connaît pas 
de démonstration classique à cette proposition (ni à sa négation), une démonstration classique étant 
définie comme une démonstration utilisant seulement la Théorie des nombres classique, et pour que 
cette explication aléatoire soit intéressante, il est aussi préférable que certains tests illustrent sa 
validité. En effet la Théorie Aléatoire des Nombres n’est intéressante que pour donner des 
justifications théoriques à des propositions qui ont les lois du hasard pour unique origine, ce qui n’est 
pas le cas si elles ont une démonstration classique. C’est donc seulement pour des propositions qui 
n’ont jamais été démontrées classiquement (ni leur négation) et qui de plus sont illustrées par des tests 
qu’il est intéressant de trouver une explication aléatoire en utilisant la T.A.N. 

Or c’est exactement le cas de la Conjecture faible de Goldbach, qui n’a jamais été démontrée 
classiquement malgré 2 siècles de tentatives infructueuses par de nombreux mathématiciens, et qui est 
pourtant illustrée par de nombreux tests : On a vérifié sa validité pour des nombres très élevés à l’aide 
d’ordinateurs. Ainsi, dans le 1” article, je montre que la Conjecture faible de Goldbach a une 
explication aléatoire (C'est-à-dire on l’a vu une justification théorique basée sur les lois du hasard dans 
les nombres), extrêmement simple, utilisant les pseudo-Axiomes aléatoires introduits dans ce 1° 
article. Dans le 2" article, je développe la T.A.N , et je montre qu’elle peut s’appliquer, c'est-à-dire 
qu’elle permet de trouver une explication aléatoire, à de nombreuses propositions très simples 
concernant les décimales de certains irrationnels, ces propositions n’ayant jamais été démontrées 
classiquement (ni leur négation) et étant illustrées par de nombreux tests. Là encore, ces explications 
aléatoires sont très simples. 

Je montre aussi dans le 2" article que la T.A.N permet d’obtenir une justification aléatoire 
pour la Conjecture étendue de Goldbach, semblable à celle proposée par Hardy et Littlewood qu’on a 
rappelée au début de cette section. Cette explication aléatoire est, comme il fallait s’y attendre, 
nettement plus compliquée que celle de la Conjecture faible de Goldbach exposée dans le 1” article. 
Elle utilise notamment l’algèbre modulaire, mais je démontre dans ce 2°" article l'intégralité des 
théorèmes d’algèbre modulaire utilisés pour obtenir l’explication aléatoire de la Conjecture étendue de 
Goldbach. En réalité, la proposition finale dont j'obtiens une explication aléatoire diffère de celle 
proposée par Hardy et Littlewood d’un facteur 2, et donc je l’appellerai dans ce qui suit variante de la 
Conjecture étendue de Goldbach. L’explication aléatoire présentée de la variante de la Conjecture 
étendue de Goldbach apparaît donc comme un très grand succès de la T.A.N, d’une part parce que 
cette variante est d’une expression complexe et n’a jamais été démontrée classiquement, mais aussi 
parce qu’elle est obtenue en utilisant seulement des pseudo-Axiomes aléatoires très simples exposés 
dans la T.A.N. On remarque qu’il existe des tests illustrant la validité de la variante de la Conjecture 
étendue de Goldbach : En effet, on a réalisé par ordinateur des graphes représentant les couples 
(k,r(k)), avec k naturel pair et r(k) le nombre de paires de nombres premiers dont la somme donne k. 
On obtient que ce graphe a l’aspect d’une comète et est appelé pour cela Comète de Goldbach. Dans le 
2" article, je montre que ce graphe illustre de façon remarquable la variante de la Conjecture étendue 
de Goldbach dont j’ai donné une explication aléatoire : En effet la variante de la Conjecture étendue de 
Goldbach donne l’équation des bandes observées sur la Comète de Goldbach, ainsi que les proportions 
et les répartitions de points (k,r(k)) sur ces bandes. 

Enfin, je montre aussi que la T.A.N permet aussi d’obtenir une explication aléatoire pour une 
Conjecture très célèbre appelée Conjecture des nombres premiers jumeaux. Comme la Conjecture de 
Goldbach, elle n’a jamais été démontrée classiquement et existe sous une forme faible ou forte : On 
appelle couple de nombres premiers jumeaux un couple de naturels (i,i+2), telle que i et i+2 sont 
premiers. La Conjecture faible des nombres premiers jumeaux est : « Il existe une infinité de couples 
de nombres premiers jumeaux ». Elle n’a donc jamais été démontrée classiquement. Si on utilise la 
T.A.N, on peut montrer facilement qu’elle a une explication aléatoire mais celle-ci est moins 
intéressante que celle de la Conjecture faible de Goldbach car contrairement à celle-ci, il n’y a pas de 
tests qui permettraient de l’illustrer. Cependant, Hardy et Littlewood ont proposé la Conjecture forte 
des nombres premiers jumeaux qui est la suivante : 

« Si g(k) est le nombre de couples de nombres premiers jumeaux (i, i+2), avec i inférieur à k, alors : 
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k 
g(k) ~ 2C, Logo) (8) 


avec toujours : 


C, =J] - z ——— = 0,66 (9) 
On a montré E le je article de la T.A.N que cette Conjecture forte des nombres premiers jumeaux 
avait elle aussi une explication aléatoire, celle-ci est donc également très intéressante puisqu’on n’a 
jamais montré classiquement ne serait-ce que la Conjecture faible des nombres premiers jumeaux. De 
plus utilisant un ordinateur, il est possible de voir si elle est illustrée par des tests ou non. Les 2 
conditions sont donc réunies pour que cette explication aléatoire soit intéressante. 


D’après la T.A.N, on s’apperçoit que les lois du hasard semblent avoir une importance 
fondamentale en Théorie des nombres. Ces lois du hasard sont introduites par ce qu’on a appelé les 
pseudo-Axiomes aléatoires de la T.A.N. Ceux-ci permettent d’obtenir entièrement les modèles 
statistiques qui peuvent être à l’origine d’une proposition ayant une explication aléatoire. Et donc de 
ce fait cette explication aléatoire, justification théorique basée sur les lois du hasard, permet de 
comprendre que le hasard peut être à l’origine de la validité de la proposition, de la même façon que 
pour une justification théorique qui est une démonstration classique. De plus, elle permet de 
comprendre pourquoi cette proposition ayant une explication aléatoire n’a pas de démonstration 
classique : C’est le cas si son origine est uniquement basée sur les lois du hasard, puisqu’on a vu qu’on 
ne pouvait pas démonter les lois du hasard en utilisant la Théorie des nombres classiques. Il apparaît 
que la T.A.N permet de donner des justifications théoriques basées sur le hasard à de très nombreuses 
propositions, parmi lesquelles certaines sont considérées comme les plus intéressantes, et qui n’ont pas 
de justification théorique classique. Toutes ces explications aléatoires restent fondamentales tant qu’on 
n’a pas trouvé de démonstrations classiques à ces propositions, et on a vu qu’il est très possible qu’on 
n’en trouvera jamais pour la bonne raison qu’elles n’existent pas. 

La T.A.N apparaît donc comme étant une branche nouvelle et fondamentale en Théorie des 
nombres. 

Une idée largement admise est que Hardy et Littlewood ont trouvé la Conjecture forte de 
Goldbach (Equation (6)), en utilisant des probabilités. Ceci semble totalement erroné : Ils ont publié 
pour la 1° fois cette Conjecture dans un article de la revue Acta mathematicae de 1923, en utilisant la 
théorie des nombres classiques, sans utiliser nulle part des probabilités. En fait, je n’ai jamais trouvé 
d’article donnant une justification intuitive de la Conjecture forte de Goldbach basée sur des 
probabilités. Même si un tel article existe, en donnant une justification intuitive de cette Conjecture 
basée sur des probabilités, il est important de noter que la T.A.N permet avec son formalisme d’en 
donner une justification théorique, et non seulement une justification intuitive. 


III LES THEORIES 


Dans ce qui suit, j’expose les 2 théories présentées dans la section précédente. La plupart des 
théorèmes ou des lois obtenus par d’autres théories et utilisés dans ces articles sont rappelés 
explicitement. 

Les 2 théories exposées dans cet ouvrage sont indépendantes et donc chacune d’elle peut être 
lue isolément. 
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lière THEORIE: 


THEORIE MATHEMATIQUE PLATONISTE. 


Auteur :Thierry DELORT. 
Date : Aout 2022. 


1 article : THEORIE MATHEMATIQUE PLATONISTE-THEORIE DES ENSEMBLES. 


2°™: article LOGIQUE PLATONICIENNE DES PROPOSITIONS. 
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Article : THEORIE MATHEMATIQUE PLATONISTE-THEORIE DES ENSEMBLES 
Auteur : Thierry DELORT 

Date : Aout 2020 

Extrait du livre : Théories d’or 10° édition, Editions Books on Demand, Paris (2020) 


RESUME : 


Dans cet article, nous présentons une théorie mathématique générale basée sur le Platonisme, 
appelée TMP (Théorie Mathématique Platoniste), et en particulier la partie de la TMP relative aux 
fondations des mathématiques et à la Théorie des ensembles. Cette Théorie des ensembles Platoniste, 
nous conduit à obtenir l’existence au sens Platonicien des concepts de bases en mathématiques, 
notamment l’ensemble des naturels, l’ensemble de réels, et aussi l’existence d’objets mathématiques 
identifiés à des corps, des anneaux ou des espaces vectoriels. La TMP est donc fondamentale car elle 
permet de donner une signification Platoniste à l’ensemble des mathématiques, et donc propose une 
alternative aux théories mathématiques de logique actuelles basées sur le formalisme. 

Nous voyons aussi comment apparaissent naturellement dans cette nouvelle théorie des 
ensembles Platoniste les paradoxes classiques (de Cantor ou de Russel) et nous exposons comment la 
TMP résoud ces paradoxes. 

A partir des bases de la théorie présentée dans cet article, il est possible de la développer pour 
obtenir une Théorie Mathématique Platoniste de l’ensemble des mathématiques, et en particulier une 
Théorie de Logique Platonicienne des propositions, ce qui sera fait dans un second article. 


Mots clés :Platonisme -théorie des ensembles- Paradoxes de Cantor et de Russel- fondations des 
mathématiques. 


LINTRODUCTION 


La plupart des mathématiciens ont l’idée d’une existence réelle des mathématiques, mais jusqu’à 
présent cette conception, le Platonisme, était purement philosophique, les théories mathématiques de 
logique actuelle étant basées sur le formalisme. Le présent article présente une théorie mathématique, 
et non philosophique, donnant une conception Platoniste des mathématiques. C'est-à-dire qu’elle 
donne la signification, dans un Espace Mathématique Platonique (EMP), des concepts mathématiques 
classiques (Ensemble des naturels, des réels, espaces vectoriels...) et des théories mathématiques 
classiques. 


Nous verrons que dans la TMP apparaissent naturellement les paradoxes classiques (de Cantor 
et de Russel) et comment ils sont résolus par la TMP. 

Nous verrons qu’il y a une profonde analogie entre la TMP et la théorie géométrique 
d’Euclide, celle qui a inspiré Platon, notamment l’existence d’un espace dans lequel existe des objets 
mathématiques. Mais la TMP est beaucoup plus générale que la théorie d’Euclide, puisqu’elle peut 
interpréter l’ensemble des mathématiques modernes. 


2.AXIOMES DE LA TMP 


Le premier Axiome de la TMP est aussi le plus fondamental. Il définit les propriétés 
principales d’un Espace Mathématique Platonique (EMP) et celles des objets mathématiques. 


L’ Axiome de base de la TMP est donc : 
AXIOME 2.1: 
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a) « a est un objet mathématique » est équivalent à «a existe dans l’ Espace mathématique 
Platonique (EMP) ». 


b)Si a est un objet mathématique alors a est un objet mathématique relationnel ou (exclusif) un objet 
mathématique non-relationnel ou (exclusif) un objet mathématique non-relationnel mixte. 


c)Il existe un et un seul objet mathématique non-relationnel à tel que a est |” Espace Mathématique 
Platonique. 


Dans cet article, P1 et P2 étant 2 propositions quelconques, « P1 ou (exclusif) P2 » signifiera : 
«(P1 ou P2) et Non(P1 et P2) » 


En accord avec leur sens intuitif, on verra plus loin que les ensembles et les couples sont par 
exemple des objets mathématiques non-relationnels, mais que «est élément de» est un objet 
mathématique relationnel. 


Dans l’Axiome précédent «existe » n’est pas un terme propre à la TMP. C’est un concept 
primitif dont la première signification intuitive est celle qu’il a dans les propositions des théories 
mathématiques classiques de la forme « Il existe x élément de A » (A étant un ensemble). 

Cependant « existe » a une 2°" signification dans la TMP. Ainsi «Oọ existe dans l’'EMP » 
signifie que O existe dans une réalité abstraite de la même façon que dans la théorie philosophique 
du Platonisme, les droites et les cercles existent dans une réalité abstraite identifiée avec le plan 
Euclidien. On verra que la TMP demeure valide même si «existe » a sa signification intuitive 
classique, mais les Axiomes et la TMP se comprennent avec sa signification dans la TMP. 


On définit alors les concepts fondamentaux de la TMP : 
AXIOME 2.2 : 


a)Si C est un couple, alors il existe un et un seul A tel que A est un objet mathématique non-relationnel 
et différent de PEMP et il existe un et un seul B tel que B est objet mathématique non-relationnel et 
différent de EMP tels que A est le premier terme de C et B est le deuxième terme de C. 


b)Si A est un objet mathématique non-relationnel différent de EMP et B est un objet mathématique 
non-relationnel différent de EMP, alors il existe un et un seul C tel que C est un couple et A est le 
premier terme de C et B est le deuxième terme de C. 

ième 


Si Co est un couple et A, est le premier terme de C4 et Bo est le terme de Co, on 


représentera classiquement Co par (Ao,Bo). 


Une conséquence immédiate de l Axiome 2.2 est que si Co est un couple et Coz est un couple 
et si le premier terme de Co; est identique au 1°” terme de Co et le 2% terme de Co: est identique au 
2% terme de Coz alors Co est identique à Coz. 

L’Axiome précédent est la définition Axiomatique d’un couple. 


DEFINITION 2.2 : 
Préambule : SEQUENCE FINIE 
Par définition, une séquence finie à 2 termes sera un couple. Avant la définition des naturels 


dans la TMP, «2 » sera considéré non comme un naturel mais simplement comme un symbole 
particulier. 
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Plus généralement, on montrera l’existence (dans l’'EMP) d’un objet mathématique non- 
relationnel identifié avec l’ensemble des naturels N, chaque élément de N étant identifié avec un objet 
mathématique. 

-Si O,..,0%0 sont des objets mathématiques différents de l’'EMP (Avec n>2), on montrera 
aussi l’existence de (0,5,.,0%), qui est un objet mathématique non-relationnel et différent de PEMP et 
qui sera identifié avec l’ensemble {(1,0:0),..,, (n,O)} et qui sera appelée séquence finie (à n termes). 

-Réciproquement on dira qu’un objet mathématique Ov est une séquence finie à n termes s’il 
existe O0,.., 00 objets mathématiques non-relationnels et différents de l’EMP tel que O5=(O:0,..,On0). 

Cependant, avant d’avoir montré l’existence de N, on utilisera seulement des séquences finies 
à 2 termes. 


A)RELATION MIXTE 


Par définition, « Un objet mathématique relationnel » aura la même signification qu’ une 
relation mixte . 

Par définition, si R est une relation mixte, pour tout objet mathématique Oo, R(Oo ) est vraie 
ou(exclusif) n’est pas vraie. 
-On emploiera la notation R(O:) pour « La relation mixte R interne de Os ». 
-Si (O01,...Oon) est une séquence finie, on emploiera la notation « R(Oo1,...Oon) » pour « La relation 
mixte R entre les termes de la séquence finie (O5:,.., Oon) ». 


B)RELATION NON FLOUE. 


Une relation non-floue est un objet mathématique relationnel (et donc une relation mixte) R 
défini par les propositions suivantes : 


a)Pour tout objet mathématique Oo, R(Oo) est vraie ou n’est pas vraie. On dira que R est binaire. 
b) Pour tout objet mathématique Ov, R(O) n’est pas vraie et non-vraie, on dira que R est cohérente. 


c)Si un objet mathématique Oo est tel que R(Oo) est vraie, alors O est un objet mathématique non- 
relationnel et différent de l’'EMP. On dira que R est un objet mathématique relationnel restreint aux 
objets mathématiques non-relationnels et différents de LEMP. 


(On admettra Axiomatiquement que toute relation mixte est binaire et cohérente. On dira que 
toute relation mixte (et donc tout objet mathématique relationnel) est non-flou. R(o) étant un objet 
mathématique relationnel quelconque, on peut définir la restriction de R(o) aux objets mathématiques 
non-relationnels et différents de EMP R’(0) : « R(o) et o est un objet mathématique non-relationnel 
et différent de EMP » ) 


d)Si il existe un naturel n, avec n>1, tel que pour tout objet O, tel que R(O) est vraie, Oo est une 
séquence finie de n termes (Ce qui entraine que tout terme de OO est un objet mathématique non- 
relationnel), et que de plus il existe un objet mathématique non-relationnel Oo tel que R(Oo) est vraie, 
alors on dira que R a pour ordres de multiplicité 1 et n. On représentera alors R en utilisant la notation 
R(o) ou R(0:,..,0,). 


e)Si R est une relation non-floue, alors «1» sera un ordre de multiplicité de R qu’on pourra 
représenter avec la notation R(o). 


fJRéciproquement, si R est un objet mathématique relationnel (c'est-à-dire une relation mixte) ayant 
les propriétés d’un relation non-floue exprimées par les points a),b),c) précédents, alors R est une 
relation non-floue. 
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g)On définit la relation non-floue « relation impossible » Ryp telle que pour tout objet mathématique 
Oo, RimP(Oo) n’est pas vraie. Rip aura par définition tout n naturel différent de 0 comme ordre de 
multiplicité. 


D’après la définition précédente, toute relation non-floue aura au moins un ordre de 
multiplicité (« 1 »), et pourra avoir 1,2 ou une infinité d’ordres de multiplicité. 

Dans ce premier article, on définira que des relations d’ordres de multiplicité 2 et 1. R étant 
une relation non-floue d’ordre de multiplicité 2, on écrira en général Oio R O à la place de 
R(O:0,020). Par exemple on écrira en accord avec la notation standard « ao est élément de A, » à la 
place de « est élément de(ao,Ao) ». 


AXIOME 2.2B : 


a) «est élément de » est une relation non floue d’ordre de multiplicité 2. (ayant intuitivement le sens 
de « appartient à » 


b}Si A est un ensemble et B est un ensemble, et si pour tout x tel que x est un objet mathématique 
« «x est élément de A » est équivalent à «x est élément de B » », alors A est identique à B. 


c)Si A est un ensemble et a est élément de A, alors a est un objet mathématique non-relationnel 
différent de l’ EMP. 


d)Si A est un ensemble, alors A est un objet mathématique non-relationnel et différent de l’ EMP. 


L’Axiome précédent est une définition axiomatique partielle d’un ensemble, et de la relation 
«est élément de ». Elle est partielle car d’autres Axiomes complèteront ces définitions. 


AXIOME 2.2C : 


a) «est le premier terme de » et «est le 2“ terme de» sont des relations non floues d’ordre de 


multiplicité 2. 


b}Si x est tel que x est un couple, alors x n’est pas un ensemble et x est un objet mathématique non- 
relationnel et différent de l’'EMP. 


AXIOME 2.2D : 


a)Il existe un et un seul objet mathématique o tel que (o est un ensemble et « Pour tout x tel que x est 
un objet mathématique non-relationnel, x n’est pas élément de o »). 


On dira que o est l’ensemble vide et dans cet article, on le représentera toujours par le symbole 
o. 


b)Si A est un ensemble et A n’est pas identique à l’ensemble vide, alors il existe x tel que x est un 
objet mathématique non-relationnel différent de EMP et x est élément de A. 


L’Axiome précédent est la définition Axiomatique de l’ensemble vide et le b) est une 
définition axiomatique partielle (complétant les précédentes) d’un ensemble. 


REMARQUE 2.2.E : 


a)Des propositions vraies peuvent entraîner des propositions et à cause de la signification du concept 
primitif « entraîner », celles-ci sont vraies. On admettra évidemment que les Axiomes et définitions 
de la TMP sont des propositions vraies. 
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b)Si une proposition P est entraînée par des propositions P:,.,P,, on dira que P est une déduction 
logique relationnelle de P:,..,P;. 


c)On verra dans un second article que les Axiomes de la TMP sont équivalents à des relations non- 
floues et des relations mixtes entre des objets mathématiques. On verra aussi que la quasi-totalité des 
propositions classiques utilisées en mathématiques (Définitions et Théorèmes) apparaissent comme 
étant équivalentes à des relations non-floues entre des objets mathématiques non-relationnels et sont 
des déductions logiques relationnelles des Axiomes de la TMP. 


Une conséquence de la Remarque précédente est que des propositions vraies ne peuvent 
entraîner qu’une relation non-floue n’est pas binaire, ou qu’une relation cohérente n’est pas cohérente. 
En effet si R est une relation non-floue, alors «R est binaire» et «R est cohérente » sont des 
propositions vraies. 


Nous avons défini plus haut des relations non-floues. On peut généraliser cette définition afin 
de définir des définitions non-floues , des concepts généraux non-flous et des symboles particuliers 
non-flous. 


DEFINITION 2.3 : 
On a les définitions suivantes fondamentales pour la TMP: 


a)-Les symboles particuliers non-flous et les concepts généraux non-flous constituent 2 types 
(exclusifs) de symboles fondamentaux pouvant être utilisés par une définition ou une proposition et 
pouvant représenter des objets mathématiques. 


-Un symbole particulier O est un symbole associé à une proposition du type «O est le symbole 
particulier associé à une définition D(0,0:,..,0,) (ou D(o)) », O1,.,0, étant des symboles particuliers 
pré-définis, O ne pouvant représenter que des objets mathématiques non-relationnels et différents de 
P EMP.(On emploiera la notation D(0,0:...,0,) pour représenter une définition utilisant les symboles 
particuliers prédéfinis O:,.,0; ). 

-Si une définition n’utilise aucun symbole particulier pré-défini, on dira que c’est une définition 
générale et on la représentera par D(o). 

(Par exemple, A et B étant des symboles particuliers prédéfinis on pourra considérer la définition 
D(0,A,B) : «o est élément de ANB ») et les définitions D(o) : « o est un naturel », ou D(o) : « o est un 
ensemble » seront des définitions générales). 


b)D(o) étant une définition générale : 
-On dira qu’un objet mathématique Oo correspond à la définition D(o), si on a « D(O:) est vraie ». 


-On dira qu’un objet mathématique Ov existant dans PEMP ne correspond pas à la définition D(o), si 
on a Non(« D(Oo) est vraie »). 


c)-On dira qu’une définition générale D(o) est binaire si pour tout objet mathématique on a ou bien 
«D(O:) est vraie » ou bien Non(« D(Oo) est vraie »). 

-On dira que la définition générale D(o) est cohérente si pour aucun objet mathématique « D(O) est 
vraie » et Non(« D(Oo) est vraie »). 

-On dira que D(o) est une définition générale non-floue si elle est binaire et cohérente. 


d)« O est un symbole particulier non-flou associé à D(o) » signifie : 


-D(o) est une définition générale non-floue. 
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-D(o) est restreinte aux objets mathématiques non-relationnels et différents de EMP, c'est-à-dire 
pour tout objet mathématique Os, si D(Oo) est vraie alors O, est un objet mathématique non-relationnel 
et différent de l’'EMP. 


Dans le cas où il existe au moins un objet mathématique O, tel que « D(O) est vraie » on dira 
que O est un concept particulier non-flou. 
On aura alors : &««O peut représenter O% » est vraie » est équivalent à « D(O:) est vraie ». 

Si O n’est un concept particulier non-flou alors O sera un symbole particulier non-flou ne 
pouvant représenter aucun objet mathématique. 


Si O est un concept particulier non-flou pouvant représenter un objet Oo, alors on pourra 
considérer le cas où il représente O9, il représente alors le même objet Oo partout où il est utilisé. 


e)Si D(o) est une définition générale non-floue, on dira que le symbole «un C, » est le concept 
général non-flou associé à D(o) si on a : 

-D(o) est restreinte aux objets mathématiques non-relationnels et différents de l’'EMP (définie au d)). 
-« « Oo appartient au concept général non-flou «un C; » » (On dira aussi « O est un Cı», ou ««un 
C1 » peut représenter O ») est vraie » est équivalent à « D(Oo) est vraie ». 

-Il existe au moins un objet mathématique Ov tel que Oo appartient au concept général non-flou «un 
Ci». 


Plus généralement on dira que le symbole « un C; » est un concept général non-flou si : 
-Pour tout objet mathématique Oo « « Oo appartient au concept général non-flou « un C; »est vraie » 
ou (exclusif » « « Oo n’appartient pas au concept général « un C; »est vraie ». 
-Si un objet mathématique Oo appartient au concept général «un Cı », alors Oo est un objet 
mathématique non-relationnel différent de l’'EMP (Sauf si le concept général non-flou «un C; » est 
parmi les 2 concepts généraux non-flous « 1’ EMP » ou « un objet mathématique non-relationnel). 
-Il existe au moins un objet mathématique Ov tel que Oo appartient au concept général non-flou «un 
Ci». 


D’après sa définition, contrairement aux concepts particuliers non-flous, un concept général 
non-flou pourra toujours représenter les mêmes objets mathématiques quels que soient les objets 
mathématiques représentés par les concepts particuliers non-flous situés avant son emplacement. De 
plus on ne pourra pas considérer le cas où il représente un objet mathématique parmi ceux qu’il peut 
représenter. (Sauf s’il ne peut en représenter qu’un seul). 


On verra plus loin que «un ensemble », « N » seront identifiés avec des concepts généraux 
non-flous ». 


f)Si «un C; » et «un C; » sont 2 concepts généraux non-flous on dira que « un C; » est inclus dans 
«un C; » si tout objet Oo appartenant au concept général « un C; » appartient au concept général «un 
C, ». 


g)On définira plus loin dans la TMP des objets mathématiques identifiés aux naturels. Dans toute la 
partie de l’article antérieure à la définition des naturels dans la TMP , on considérera 1,. ,n non comme 
des naturels mais comme des signes distinctifs, un signe distinctif étant un concept primitif para- 
mathématique défini comme étant un symbole permettant de distinguer des propositions, des 
définitions, des concepts particuliers ou généraux ou des objets mathématiques. Dans certains cas, 
O:,,0, sont des concepts particuliers non-flous pouvant représenter simultanément des objets 
O0: Ono: 


On rappelle qu’on représente par Di(o,0:,.,0xx) une définition utilisant les symboles 
particuliers non-flous pré-définis Où... Oxw. En général, on définira successivement les symboles 
particuliers non-flous O:,..,0, par les propositions P:,..,P, du type suivant : 
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P1 : O; est le symbole associé à la définition D,(0:1). 


Pout i dans {2,..,n) : 
Pi :O; est le symbole associé à la définition Di(0;,0:1,.., Où) ou Di(o;), avec O1... Où) parmi O1,..,0i-1. 


O’10;:,0°n0 Étant des objets mathématiques quelconques, on définit les propositions suivantes 
P’1(0”:0),..,P n(O’10) par : 


P’1(0”:0) 4 D:(0”:0) 


Pour i dans {2,..,n} : 
P’i(O’io) :D:(Oi0,0i10,--0° into) (ou Di(0’i)). 


On dira que O4,..,On sont des concepts particuliers non-flous si on a : 
O est un concept particulier non-flou (défini précédemment) et : 
Pour tout i dans {2,..,n}, pour tous O’ 10,..,O’°i-10 tels que P’1(0°0),..,P”1-1(0°;10) sont vraies : 


(i)Pour tout Oo objet mathématique non-relationnel et différent de PEMP D:(06,0”10;..,O’inco) est 
vraie ou(exclusif) n’est pas vraie. (On dira que les définitions D;(o;,.) sont non-floues). 


(Pour tout Oo objet mathématique si D(06,0’;10,..,O’inço) est vraie alors O, est un objet 
mathématique non-relationnel et différent de EMP. (On dira que les définitions Di(oi,.) sont 
restreintes aux objets mathématiques non-relationnels et différents de l’'EMP). 


Gill existe Oo tel que P’i(Oo) :D;(00,0°i10,--0° into) est vraie. 


Oi0,.,Ono étant des objets mathématiques, on dira que O:...,0, sont des concepts particuliers 
non-flous pouvant représenter simultanément O:0,.,Ono si O1,..,0, sont des concepts particuliers non- 
flous et que de plus P’1(0:0),..,P’n(O) sont vraies. 


Alors on aura de plus par définition pour {k(1)...,k(s)} inclus dans {1,.n} Oka). - Ox) pourront 
représenter simultanément Ox(1,0,.., Ox(s)0- 

Par définition, réciproquement, k(1),..k(s) étant dans {1,..,n}, {t(1),..,t(n-s)} étant l’ensemble 
{1..,n}/{k(1)..,k(s)}, Oko.. Okso étant des objets mathématiques, Ok... Oks) pourront représenter 
simultanément Ox(1)0,.-Ox0 S'il existe des objets O10,- Otm-30 tels que O1,..,On peuvent représenter 
simultanément O,0,.,0,0. 

On rappelle qu’avant la définition de N, on considèrera les symboles 1,.,n utilisés 
précédemment comme indices non comme des naturels mais comme des signes distinctifs. s(1),..,s(p) 
étant des signes distinctifs, on a employé la notation « s est dans {s(1),..,s(p)} » pour « s est un signe 
distinctif parmi s(1),..,S(p) ». 


h)On a vu précédemment que si O était le symbole particulier non-flou associé à une définition 
génerale non-floue D(o), et si O pouvait représenter un objet Oo, alors on pouvait considérait le cas où 
O représente Oo. 

De la même façon si O:,.,0, sont des concepts particuliers non-flous pouvant représenter 
simultanément O:0,.,010 (définis au g), on pourra considérer le cas où O:,.,0, représentent 
simultanément O:0,..,00: 


On donne alors les définitions suivantes, compatibles avec celles données au point g) 
précédent : 


22 
Théorie mathématique Platoniste-Théorie aléatoire des nombres 


On rappelle qu’on emploie la notation D(0,0:,..,0,) pour représenter une définition utilisant 
les symboles particuliers (définis en 2.3) prédéfinis O:,..,0,. 


- O:,.,0, étant des concepts particuliers non-flous ,on dira que D(0,0:,..,0,) est une définition non- 
floue si pour tous O:6,..,0:9 pouvant être représentés simultanément par O;,,.,0, et pour tout objet 
mathématique Oo, D(O0,010,.,Ono) est vraie ou (exclusif) n’est pas vraie. 

-0:,.,0, étant des concepts particuliers non-flous, on dira que D(0,0:,..,0,) est restreinte aux objets 
mathématiques non-relationnels et différents de l’'EMP, si pour tous O,0,..,00 pouvant être représentés 
simultanément par O1,..,On, si D(O0,010,.., Oo) est vraie alors Oo est un objet mathématique relationnel 
et différent de l’ EMP. 

- O;,.,0, étant des concepts particuliers non-flous D(0,0,,..,0,) étant une définition non-floue 
restreinte aux objets mathématiques non-relationnels et différents de l’EMP, on poura définir un 
symbole particulier non-flou par la proposition : 

«O(0:...,0,) (noté aussi « O ») est le symbole particulier associé à D(0,0,,..,0,) ». 

-Alors, si pour tous O10,..,Ono pouvant être représentés simultanément par O1,..,On, il existe au moins 
un objet mathématique non-relationnel et différent de l’'EMP Oo tel que O(O10,..,Ono) peut représenter 
Os, alors on dira que O(O:,.,0,) est un symbole particulier non-flou qui est un concept particulier non- 
flou. On a alors, pour tous O0,..,0:0 pouvant être représentés simultanément par O:,..,0,, dans le cas 
où O:,..,0, représentent simultanément O:0,..,0On0 «O(0:,..0,) (noté O(O:0,..,Ono)) peut représenter 
Oo » est équivalent à « « D(O5,0:0,..,0,0) est vraie ». 

Si pour tous O:0,..,00 pouvant être représentés simultanément par O:,..,0,, alors O:,.,0, 
représentant simultanément O:6,..,0:0, O peut représénter un unique objet, alors on dira que O est 
défini uniquement en fonction de O:,..,0,. On généralise cette définition O:,..,0, étant des concepts 
particuliers non-flous quelconques pré-définis. 

-Par définition, si O est un symbole particulier non-flou qui n’est pas un concept particulier non-flou, 
il ne pourra représenter aucun objet mathématique. 


Par exemple si A est le concept particulier non-flou associé à D(o4) : «oA est un ensemble », 
on peut définir le symbole particulier non-flou b (noté aussi b(A)) associé à la définition D(o4,A) : « O» 
est élément de A ». b n’est pas un concept particulier non-flou car pour A représentant l’ensemble 
vide, il n’existe pas d’objets pouvant être représenté par b. Et donc d’après la définition précédente b 
ne pourra représenter aucun objet mathématique. 


On dira qu’une définition D(0,0:,..,0,) a pour paramètres fixes O1,..,0, et que O(O:,..,0,) est 
défini en fonction des symboles particuliers non-flous O:,..,0:. Un même concept particulier non-flou 
pourra être défini en fonction de différents ensembles de symboles particuliers non-flous. 


REMARQUE 2.4 : 


a)Par exemple si O(O:,.,0,) est un concept particulier non-flou associé à une définition non-floue 
D(0,0:,.,0,), alors si O:,..,0, peuvent représenter simultanément les objets mathématiques O:6,.., O0 et 
si O(O:6::,0%) peut représenter Oo, alors O:,.,0,,0(0:,.,0,) peuvent représenter simultanément 
O10,.-,On0,00. 


b)Si un concept général non-flou est associé à une définition, celle-ci sera toujours une définition 
générale. 


c)Dans certains cas, un concept général non-flou «un C, » peut être partiellement défini en utilisant 
des Axiomes (Par exemple «un ensemble », «un couple »,l’EMP..). Au contraire,un symbole 
particulier non-flou sera toujours associé à une définition du type D(o) ou D(0,0:,..,0,). 


f)On emploiera en général la notation «un(le)(la)(l”) Cı», c'est-à-dire utilisant un article, pour 
représenter un concept général non-flou. (Par exemple «un corps », «un objet mathématique non- 
relationnel », « un espace vectoriel). N,Q,R seront aussi identifiés à des concepts généraux non-flous 
représentant chacun un unique objet non-relationnel (un ensemble), ce qui se justifie car par exemple 
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N est «l’ensemble des naturels », Q est «l’ensemble des rationnels »...De plus, tous les symboles 
représentant le même objet mathématique dans tous les textes seront considérés comme des concepts 
généraux( Par exemple 1,2,13..). On rappelle qu’on doit toujours définir si un symbole est identifié 
avec un symbole particulier non-flou ou est identifié avec un concept général non-flou, car les 2 
notions sont exclusives par définition. 


g)Il est fondamental de distinguer un objet mathématique non-relationnel Oo, Oo étant identifié à un 
objet mathématique non-relationnel, d’un concept non flou O qui est un symbole pouvant représenter 
certains objets mathématique non-relationnels. Pour éviter la confusion, on mettra l’indice «0 » à un 
symbole identifié à un objet mathématique. Cependant, si un concept général peut représenter un seul 
objet, alors on identifiera ce concept avec l’objet unique qu’il représente, sans mettre l’indice «0 » 
(Par exemple N,Z.) 


h)D’après la définition précédente, un concept particulier non-flou ne pourra jamais représenter l EMP 
ni un objet mathématique relationnel et les seuls concepts généraux non-flous pouvant représenter 
lP EMP seront les chaînes de caractères « l’'EMP » et « un objet mathématique non-relationnel ». 


1)On a supposé implicitement qu’on emploie toujours un nouveau symbole pour définir un nouveau 
concept particulier ou général non-flou. 


j)On peut facilement généraliser la définition d’un concept général non-flou en définissant des 
concepts généraux relationnels non-flous (pouvant représenter seulement des objets mathématiques 
relationnels), non-relationnels mixtes non-flous (pouvant représenter seulement des objets 
mathématiques non-relationnels mixtes) ou mixtes non-flous (pouvant représenter tout type d’objet 
mathématique). 

De même on peut généraliser la définition d’un concept particulier non-flou en définissant des 
concepts particuliers relationnels non-flous ou non-relationnels mixtes non-flous ou mixtes non-flous. 


Nous recherchons maintenant un Axiome permettant d’obtenir qu’une définition D(o) (ou 
D(0,0:...,0,)) est non-floue. (On rappelle qu’on utilisera l’expression D(0,0:...,0,) pour représenter 
une définition utilisant les symboles particuliers non-flous prédéfinis O:,..,0,). Avant de proposer un 
tel Axiome, nous alons donner des définitions de propositions et de définitions fondamentales qu’on a 
appelées proposition mathématique simple et définition mathématique simple. 


On admet l’ Axiome suivant concernant les concepts mathématiques fondamentaux de la TMP : 
AXIOME 2.44 : 


Les symboles composés « un ensemble (suivi éventuellement de «non vide ») », «un objet 
mathématique non-relationnel (suivi éventuellement de « différent de EMP »)», « l’ensemble vide » , 
«un couple » sont des concepts généraux non-flous. 

Les symboles «est élément de », «est le 1° (ou le ) terme de », «est identique à 
(implicitement : « un objet mathématique non-relationnel ») (représenté souvent par «= ») » sont des 
chaines de caractères (appelées concepts relationnels généraux) représentant chacune une unique 
relation non-floue d’ordre de multiplicité 2. 


2 ième 


REMARQUE 2.4B : 


a)On remarque que la proposition « R représente une unique relation non-floue. » signifie que 
non seulement R peut représenter un seul objet mathématique reationnel (considéré comme concept 
général relationnel) mais aussi que celui-ci est un unique objet de l’ EMP. 


b)On remarque que la proposition ««un Cı» est un concept général non-flou» est 
équivalente à la proposition « «est un Cı» est une relation non-floue qui n’est pas la relation 

impossible ». 
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En utilisant l’Axiome précédent, on peut définir une définition mathématique simple et une 
proposition mathématique simple : 


DEFINITION 2.5 : 
DDEFINITION MATHEMATIQUE SIMPLE ET DEFINITION INTERNE AUXILIAIRE. 


A)1)Une définition D(o) (ou D(0,0:,..,0,)) sera une définition mathématique simple si : 

(Elle est restreinte aux objets mathématiques non-relationnels et différents de EMP. 

(i)O:;,.,0, sont des concepts particuliers non-flous. 

(ii)Elle utilise seulement : 

-Les concepts particuliers non-flous prédéfinis O;,...,0,. 

- (0 ». 

-Des concepts primitifs relationnels ayant leur signification usuelle parmi : « pour tout », «Il existe 
(suivi éventuellement ď’ «un et un seul ») , «est », «appartient au concept général » , «tel que », 
«Non », «et », «ou », « si... alors », « est équivalent à ». 

-Des symboles de ponctuation «virgule («,»), «parenthèses » («{(«et «)»), «point» («.»), 
« guillemets » ( « « » et « » »), accolades ( «{» et « } »), « blanc ». 

-Des concepts généraux non-flous (Notamment ceux de l’ Axiome 2.4A). 

-Des concepts relationnels généraux représentant chacun une unique relation non-floue (Notamment 
ceux de l’ Axiome 2.4A). 


-Des nouveaux symboles (noté B ou Cm) chacun étant associé à une définition dite définition auxiliaire 
par une expression du type : 

«B est le symbole particulier associé à la définition auxiliaire de niveau 0 Dax(os.P1,..,P4) (ou 
Danx(06,0,P1,..,P4)) (ou une définition analogue n’utilisant pas P:,.,P,)» ou «Cm est le symbole 
particulier (défini en fonction de 06,01,..,0m1) associé à la définition auxiliaire (de niveau m) Dauxım (Om, 
Os10s Q1,..,Qr) (ou une définition analogue n’utilisant pas 0,1,..,04, Q1,..,Q). ». 

Si on connaît la chaîne de caractère représentée par « Diuxim (Om, 051505 Q1,-.,Qr) », en la 
représentant par « « Duuxim (Om 515-055 Q1,-.,Qr) » », on utilisera l’expression : « Cm est le symbole 
particulier (défini en fonction de 06,01,..,0m1) associé à la définition auxiliaire (de niveau m) Duxim (Om, 
Os 0st Q13..,Qr) :  Dauxim (Om, Os13--0sts Q15..Qr). D D 


On dira que B (ou Cm) est un nouveau symbole particulier associé à la définition auxiliaire 
Daux(ObsP 1, Pa) (ou Dauxim (Om, Os15- 30st, Q:,..,Q)). 

On appellera les propositions précédentes définition de B(ou de Cm) (dans D(0,0:,..,0,)). 
Dans une définition mathématique simple 2 définitions de symboles particuliers ne pourront utiliser le 
même symbole comme symbole particulier qu’elles définissent. 
Les définitions auxiliaires sont définies comme suit : 


2)DEFINITIONS AUXILIAIRES : 
SYMBOLES PARTICULIERS NON-FLOUS 


On a défini en 2.3 un symbole particulier non-flou comme un symbole particulier associé à 
une définition non-floue D(0,0:,.,0,), avec O:,.,0, concepts particuliers non-flous pré-définis. On 
généralise cette définition en admettant que si O:,..,0, sont des symboles particuliers non-flous pré- 
définis non nécessairement des concepts particuliers non-flous, D(0,0:.,.,0,) est aussi une définition 
non-floue. 

Si O est un symbole particulier associé à une définition non-floue D(0,0,,.,0,), O sera par 
définition un symbole particulier non-flou. Mais si l’un des O; n’est pas un concept particulier non- 
flou, alors par définition O ne pourra représenter aucun objet mathématique. 

Un symbole particulier sera ou bien associé à une définition mathématique simple ou bien à 
une définition auxiliaire contenue par une définition mathématique simple. 
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DEFINITION RESTREINTE 


O:,.,0, étant des concepts particuliers non-flous, on a déjà défini en 2.3 une définition 
D(0,0:,.,0,) restreinte aux objets mathématiques non-relationnels et différents de PEMP. On 
généralise et on complète cette définition en admettant que O:...,0, étant des symboles particuliers 
non-flous pré-définis, l’un d’entre eux n’étant pas un concept particulier non-flou, alors D(0,0:,.,0,) 
est aussi restreinte aux objets mathématiques non-relationnels et différents de EMP. 


On admettra que par définition, une définition auxiliaire contenue par une proposition 
mathématique simple est restreinte aux objets mathématiques non-relationnels et différents de I’ EMP. 


a)CAS PARTICULIERS DE DEFINITIONS AUXILIAIRES 


Une définition mathématique simple peut donc utiliser des nouveaux symboles associés à des 
définitions auxiliaires et pouvant être de différents types : 
(On représentera les nouveaux symboles associés à des définitions par des majuscules. On écrira aussi 
parfois «symbole associé à une définition auxiliaire » au lieu de « symbole particulier associé à une 
définition auxiliaire »). 


(DUn symbole particulier B associé à une définition auxiliaire (dite de niveau 0) Daux(0b,P1,--Pq) (ou 
Dax(06,0,P1,..,P4) Ou une définition analogue n’utilisant pas P1,..,P4), avec : 

-P:,.,P, sont parmi O1,..On. 

-La définition de B n’est contenue dans aucune définition auxiliaire. 

On dira que Daux(Ov,P1,.-Pq) (Où Danx(06,0,P1,..,P4)) est une définition auxiliaire de niveau 0 interne à 
D(o). 


(ii) Un symbole particulier B associé à une définition auxiliaire (dite de niveau 0) Dax(ot,P1,..,P4) (ou 
Danx(06,0,P1,..,Pa)), avec : 

-P;,.,P, sont des symboles parmi O:,..0, ou sont associés à une définition auxiliaire interne de niveau 
0, leur définition précédant celle de B. 

-La définition de B n’est contenue dans aucune définition auxiliaire. 

On dira que Daux(Ov,P1,-.,Pq) est une définition auxiliaire de niveau 0 interne à D(o). 


(ii)Une définition mathématique simple D(o) (ou D(0,0:...,0:)) pourra utiliser un nouveau symbole T 
à l’intérieur d’ une définition auxiliaire contenue dans D(o) (ou D(0,0:,..,0,)) ou à l’extérieur de toute 
définition auxiliaire contenue dans D(o) (ou D(0,0:,..,0,)). 


Par définition, une définition mathématique simple D(o) (ou D(0,0:,..,0,)) ne pourra utiliser 
un nouveau symbole T à l’extérieur de toute définition auxiliaire que dans le cas suivant : 


-T est un symbole particulier associé à une définition auxiliaire de niveau 0, sa définition précédant 
son utilisation. 

(iv)La définition auxiliaire de niveau 0 d’un symbole particulier B telle que définie en (ii) pourra 
contenir un nouveau symbole C, (dit défini en fonction de oi), associé à une définition auxiliaire (dite 
de niveau 1) de type Daxn(0e0bP1,.,P4), (ou de type Dawxi(0e,P1:,Pq) ou de type Dauxr1(0c,06,0,P1,.,Pa) 
ou de type Daxi(0c,0,P1,.,P4) où une définition analogue n’utilisant pas P1,..,P4), (dite définition 
auxiliaire interne à la définition de B), avec : 


-Il n’existe pas de nouveau symbole particulier K dont la définition est contenue dans la définition 
auxiliaire de niveau 0 considérée et contient la définition de C. 


-P:,..,P, sont : 
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Ou bien parmi O:,..,0, . 

Ou bien associés à des définitions auxiliaires de niveau 0 leur définition précédant celle de C. 

Ou bien sont des symboles particuliers définis en fonction de o, et associés à une définition auxiliaire 
de niveau 1, leur définition précédant celle de C. 


C étant associé à une définition auxiliaire contenue par D(o) (ou D(0,0:...,0,)), on dira qu’un 
symbole particulier D est pré-défini au sens strict avant C si D est parmi O:,..,0, ou si dans D(o) (ou 
D(0,0:,..,0:)) la définition de D précède celle de C. On dira que D est pré-défini au sens large avant C 
si D est pré-défini au sens strict avant C dans D(o) (ou D(0,0:...,0,))ou si la définition de D contient 
celle de C, D étant différent de C. 


Dans cet article, nous utiliserons des définitions auxiliaires de niveau maximal 1. On 
n’utilisera donc pas la définition générale des définitions auxiliaires suivante. 


b)CAS GENERAL DES DEFINITIONS AUXILIAIRES 


Plus généralement, on définit par récurrence une définition auxiliaire de niveau m dans D(o) 
(ou D(0,0:,..,0:)) : 


(j)Une définition auxiliaire interne à une définition auxiliaire de niveau m-1 est une définition 
auxiliaire de niveau m. 

(jj)Supposons que Cm-ı est un symbole défini en fonction de 06,01,..,0n2 associé à une définition 
auxiliaire de niveau m-1 Dauxm-1(Om-1; Or13- - -OrkP 1... Pa). 


On admet que par définition, une définition auxiliaire contenue par une proposition 
mathématique simple est restreinte aux objets mathématiques non-relationnels et différents de I’ EMP. 


Alors Dauxm-1(Om-1; Ort;-..Ork»P1,...,P4) pourra contenir un symbole particulier Cm (défini en 
fonction de 06,01,..0m1) et associé à une définition auxiliaire (dite de niveau m et interne à la 
définition de C1) Dauxm (Om, O513+0st Q1,-.,Qr), avec : 


-Il n’existe pas de nouveau symbole particulier K dont la définition est contenue dans la définition 
auxilliaire associée à C,,. et contient la définition de Cm. 


-041,..,0t SONt parmi 0,00,.,0m-1. (Par convention, si l’un des osi est identique à « o », ce sera o4 et si 
« Osi » est différent de « o » , alors Csi est le symbole particulier à une définition auxiliaire de niveau si 
Dauxsi(Osis..). 


-Q:,..,Q, sont des symboles particuliers pré-définis au sens strict avant C,, et : 

Ou bien sont parmi O:,...,0, ou bien sont des symboles associés à des définitions interne à D(o) de 
niveau 0 ou bien sont tels que pour tout i dans {1,..,r} Q; est un symbole particulier associé à une 
définition auxiliaire interne de niveau k(i) inférieur ou égal à m et défini en fonction de 05,01,..,0kry1 - 

On dira alors que Co,...,Cm-1, Q1,..,Q- sont des symboles particuliers pré-définis au sens large 
pouvant être utilisés à l’emplacement de D, (Om, O51,..,0st Q1,..,Q). 

Dans le cas d’une définition D(o) (ou D(0,0:,..,0,)) ‚Oo étant un objet mathématique non- 
relationnel et différent de EMP, cela signifiera que dans D(O,) ou dans D(O5,0:0,..,0,0), Cm est le 
symbole particulier associé à Diuxim (Om, Cs1,--Cst Q1,..,Qr). Les Csi dépendent alors de O5,0:0,..,Ono- 
On aura C,, est identique à O, si Os; est identique à o. 

Une définition auxiliaire de niveau m-1 Dowxm1(Om1, Or1:...0P1,...,P4) pourra utiliser un 
nouveau symbole particulier T de la définition mathématique simple considérée D(o) à l’intérieur 
d’une définition auxiliaire qu’elle contient ou à l’extérieur de toute définition auxiliaire qu’elle 
contient. 
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Par définition, une définition auxiliaire interne de niveau m-1 Dauxm-1(Om-1, Or1,. -Oro P1,...,Pq)) 
ne pourra utiliser un nouveau symbole particulier T à l’extérieur de toute définition auxilliaire qu’elle 
contient que dans les cas suivants : 


-T est parmi P:,..,P.. 
-T est un symbole particulier associé à une définition auxilliaire de niveau m interne à Dauxm-1(Om-1, 
Oris- -Ork P1,..., Pa). 


Une définition auxiliaire pourra aussi utiliser les concepts primitifs relationnels, les concepts 
généraux non-flous et les symboles représentant une unique relation non-floue que peut utiliser une 
définition mathématique simple. 

Dans une définition mathématique simple, un même symbole ne pourra être associé à 2 
définitions auxiliaires distinctes. 


B)INTERPRETATION PLATONISTE D’UNE DEFINITION MATHEMATIQUE SIMPLE. 


On conserve les notations du A) du cas général des définitions auxiliaires. 
Supposons que dans une définition mathématique simple, on ait l’expression : 
Expl : « Cn (est le) symbole particulier associé à Dauxim (Om, Os15--+Ost Q15:.,Qr) ». 
Par convention, Cm aura exactement la même signification que défini dans l’expression Exp2 : 
Exp2: « Cm est le symbole particulier associé à Diuxim (Om, Cs15---Cst Q15..,Qr) ».(Avec Csı est identique 
à o si Os est identique à o). 

Dauxim (Om; Os15-0sts Q1,- Q) età Dauxim (Om, Cs15--Cste Q1,--Q;) seront les 2 types de définition 
auxiliaire qu’on pourra utiliser dans une définition mathématique simple. Si Cm est défini par une 
expression de type Expl ou Exp2, on dira qu’il est explicitement associé à une définition auxiliaire. 
Utilisant une expression de type Expl ou Exp2, on devra nécessairement avoir les chaines de 
caractères « Douxim (Om, Os1s--Osts Qi,- Q): » et « Daxm (Om, Cs1,--Cste Qis--Qr) : » suivies par les 
chaînes de caractères qu’elles représentent. 

Par convention, Cm étant défini par l’expression Exp2 ou Expl, Cm aura la même signification 
que défini par l’expression Exp3 : 

Exp3: « Cm est tel que Dauxım (Om, Css Cst Q 15. Qr) ».(Avec C,, est identique à o si Os, est identique à 
o). 

Une expression de type Exp3 pourra donc être utilisée dans une définition mathématique 
simple. On dira alors que Cm est implicitement associé à une définition auxiliaire. 

Les expressions précédentes seront en accord avec les règles suivantes dans une définition 
mathématique simple : 

-Dans l’expression Exp1, par convention, le symbole « osi » aura la même signification que le symbole 
« Csi » (Sauf « 04 » si « Osı » est identique à « o »), sauf à l’intérieur d’expressions de type Exp2 ou 
Exp3 contenue par Expl où on devra utiliser uniquement le symbole « C, ». De plus on ne pourra 
utiliser l’expression de type Expl que si CC sont explicitement associés à des définitions 
auxiliaires. 

-On pourra utiliser une expression de type Exp2 C;:,.,Q, étant des symboles particuliers non-flous pré- 
définis au sens large pouvant être utilisés à son emplacement, qu’ils soient implicitement ou 
explicitement associés à une définition auxilaire. Dans l’expression Exp2, par convention le symbole 
« Om » aura la même signification que le symbole « Cm » sauf à l’intérieur d’expression de type Exp2 
ou Exp3 qu’elle contient strictement où on devra utiliser seulement le symbole « Cm » (et non « Om»). 

- On pourra utiliser une expression de type Exp3 C:1,.,Q, étant des symboles particuliers non-flous pré- 
définis au sens large pouvant être utilisés à son emplacement, qu’ils soient implicitement ou 
explicitement associés à une définition auxilaire. Dans l’expression de type Exp3, on devra toujours 
utiliser les symboles Cm,Cs1,-.,Cst (Et non Om, O051,..,04). 


Et donc D:1(0,0:,..,0:) étant une définition mathématique simple, on pourra toujours obtenir à 
partir de celle-ci une définition D:(0,0:...,0:) dans laquelle tous les nouveaux symboles particuliers 
sont explicitement associés à des définitions auxiliaires et qui a exactement la même signification que 
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D:(0,0:,..,0,) . On dira alors que D:(0,0:,..,0,) est une définition mathématique simple primitive, 
qu’on appellera une interprétation Platoniste de D,(0,0:,..,0;). 

Réciproquement pour montrer qu’une définition D:(0,0:,.,0,) est une définition 
mathématique simple, il suffira d’obtenir à partir de celle-ci une définition mathématique simple 
primitive D;,(0,0,,.,0,) interprétation Platoniste de D,(0,0,,.,0,). 


Dans la section suivante nous allons voir que dans une définition mathématique simple 
l’utilisation des symboles de ponctuation et des concepts primitifs relationnels doit obéir à des règles, 
dites règles de ponctuation et règles d'utilisation des concepts relationnels primitifs dans une 
définition ou une proposition mathématique simple. 


ID) PROPOSITION MATHEMATIQUE SIMPLE 


AJINTERPRETATION PLATONISTE D’UNE PROPOSITION MATHEMATIQUE SIMPLE. 

Une proposition P (ou P(O1,..,On)) sera une proposition mathématique simple si elle utilise les 
mêmes termes et obéit aux mêmes règles que ceux d’? une définition mathématique simple 
D(0,0:,..,0:) telle que définie en DA, excepté le symbole «o». Et donc dans P(O:,.,0,) pourra 
utiliser des nouveaux symboles associés à des définitions auxiliaires, celles-ci étant définies de la 
même façon que dans le cas d’une définition mathématique simple . 

De la même façon qu’une définition mathématique simple, une proposition mathématique 
simple P:(0:,.,0,) pourra utiliser des symboles particuliers implicitement associés à des définitions 
auxiliaires. On définit aussi de façon analogue au cas d’une définition mathématique simple 
l'interprétation Platoniste d’une proposition mathématique simple. 


B)REGLES DE PONCTUATION ET D'UTILISATION DES CONCEPTS RELATIONNELS 
PRIMITIFS, DES CONCEPTS GENERAUX ET DES RELATIONS NON FLOUES. 


Une définition ou une proposition mathématique simple devra respecter des règles, dites règles 
de ponctuation d'une définition ou d’une proposition mathématique simple. 

On appellera proposition auxiliaire (d’une proposition ou d’une définition mathématique 
simple) une chaîne de caractères utilisées dans une proposition ou une définition mathématique simple. 
Elle devra donc être en accord avec la définition d’une définition ou d’une proposition mathématique 
simple. 


a)REGLES DE PONCTUATION ET DES PROPOSITIONS AUXILIAIRES. 


Les expressions « virgule », « point », « parenthèse », « accolade » désigneront des symboles 
en caractères « ordinaires », et donc ni « exposant » ni « indice ». 
(Si dans la proposition ou la définition mathématique simple considérée on a un nouveau symbole 
particulier x qui est associé implicitement à une définition auxiliaire de type D,,(0,04,..,0%, A1,.,A;), 
alors on aura nécessairement des guillemets autour de «Dax(X, CC, A,.,A,) » dans une 
expression du type «x (est) tel que «Dax, Cu, A1,.,A,)»» (Les Cj étant des symboles 
particuliers pré-définis au sens large pouvant être utilisés dans la définition auxiliaire considérée, C;; 
pouvant cependant être identique à « o » dans une définition mathématique simple « D(o) »), sauf dans 
le cas où « Daux(X, Cor, Cr, A1, A) » ne contient pas de concepts primitifs relationnels («tel que », 
«et »...) ni aucun symbole ponctuation «point » ou « guillemet » ni « virgule suivi du symbole 
«blanc » » et de plus est suivie immédiatement par un concept primitif relationnel ou par un symbole 
de ponctuation « point » ou « guillemet » ou « « virgule » suivi du symbole « blanc » » (On dira alors 
que « Dax(X, Css Css A1,A,)» est du type Par) car dans ce cas on pourra omettre les guillemets 
autour de « Dax(X, Cs1,.,Cx, A1,.,À)) » en conservant par convention la même signification et de 
même dans 2 autres cas (du type Par ou Par ) que l’on définira dans le paragraphe suivant. On rappelle 
qu’on mettra aussi nécessairement des guillements autour de « Dax(0%,04,..,0%, A:,.,A,) » dans une 
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expression du type « x est le symbole particulier associé à D;x(0x,051,..,04%, A1,.,A5) : 
 Daux(0x,051:..,0sk, A1: Ap) D D. 

On aura aussi nécessairement des guillemets autour d’une proposition auxiliaire 
«P(x:..,xk,B1,..,Bn)» ( Les B; étant des symboles particuliers non-flous pré-définis au sens large 
pouvant être utilisés à l’emplacement de la proposition auxiliaire considérée, mais un B; pourra être 
identique à « o » dans une définition mathématique simple « D(o) » ou à ox ou oj dans une définiton 
auxiliaire Dix(0x,051,.,0k, D1,.,D,) ), dans une proposition auxiliaire du type Par : « Pour tout x, tel 
que «Dix, A1, Ar) » pour tout x, tel que « Difxr, x, At ) » , CP(X1,..,Xk,B1,..,B,)», » ou du 
type Pas: «Si x, est tel que « Di(xi, A1, Aa)» >- xt est tel que « Di(xx, Axı.. Axr) ) », alors 
«P(x..,xk,B1,..,B) » (pour j parmi 2,..k, AA; symboles particuliers pré-définis au sens large 
pouvant être utilisés dans les définitions auxiliaires considérées et donc aussi être parmi x:,..,x;1, mais 
l’un d’eux pouvant être identique à « o » dans une définition mathématique simple D(o) ou à Ox ou Osj 
dans une définition auxiliaire) à l’exception des 2 cas suivants : 

G) : &P(x,..,xx,B1...,B,)» ne contient aucun concept primitif relationnel ni aucun symbole de 
ponctuation « guillemet » ou «point suivi du symbole « blanc » » ou « virgule suivi du symbole 
«blanc » » et est précédée et suivie immédiatement par un concept primitif relationnel ou par un 
symbole de ponctuation « guillemet » ou « point » ou « virgule suivi du symbole « blanc » ». On dira 
alors que cette proposition auxiliaire est du type Par. 

Gj) «P(x,..xkB1,.,B,)» est du type Par ou (défini plus haut) ou Pag: «Il existe (suivi 
éventuellement de «un et un seul ») x, tel que « P(x:,B:,..,B,)» ». 

On admettra en effet que d’après les règles de ponctuation les propositions auxiliaires de type 
Par; Par, Pae Ont par convention la même signification avec des guillemets comme premier et dernier 
symbole que sans guillemets. On mettra aussi nécessairement des guillemets autour d’une proposition 
du type Pas définie plus haut (Si xı est tel que..….,alors.)). On admettra aussi que PA étant une 
proposition auxiliaire, « « Pa » » (entourée de 2 paires de guillemets) a la même signification que 
« «PA » » (entourée d’une seule paire de guillemets). 

D’après les règles de ponctuation précédente, on pourra omettre les guillemets autour de 
« Dax(X, Co, Cx, A1,.,Ap) » dans une expression du type «x (est) tel que «Dax, Cs1,.-Csks 
A1, Ap) » », Si € Danx(x, Css. Csx, A1, A) » est du type Par, Par ou Par. 


(H)P(A:,..,A,) et Q(B:...,Bx) étant des propositions auxiliaires indépendantes, (C'est-à-dire que les A; et 
les B; sont des symboles particuliers non-flous pré-définis au sens large pouvant être utilisés au début 
des propositions auxiliaires composées considérées, ce qui impose qu’aucun des B; ne peut être défini 
dans P(A:..,A,), mais un B; ou un A; pourra être identique à «o » dans une définition mathématique 
simple «D(o)», ou à «Ox», «Osi», . «ox», dans une définition auxiliaire « Dax(0x,051,..,0sk, 
D:..,D,) »), on aura nécessairement des guillemets au début et à la fin des propositions auxiliaires du 
type : , ««P(A:,.,A,)» ou (ou «et» ou «,», ou « est équivalent à» ) « Q(B:...,Bx) » », «si 
« P(A1,..,Ap) » alors « Q(B:,..,Bx) » ». On mettra aussi des guillemets autour de «P(A:..,A,) » et de 
« Q(B:,..,By) » sauf si ces propositions sont du type Par, Par ou Par, d’après les règles de ponctuation 
données en (i). On admettra aussi que, PA étant une proposition auxiliaire, « «Non(« PA » }» » (avec 
des guillemets), a la même significationque «Non( « PA ») » (sans guillemets mais nécessairement des 
guillemets autour de « P4 », même si P4 est du type Par, Par, Où Par). De plus, Pai.. PA étant des 
propositions auxiliaires indépendantes (avec k>2), on pourra utiliser la proposition «« P4; »et..et 
« Pax» » et la proposition « « Pa; »ou..ou « Pax » ». Par convention la proposition « « Pai »,., & Pax- 
1» et «Pak» » (remplaçant tous les symbole «et » sauf le dernier par le symbole de ponctuation 
« virgule ») aura la même signification que « « PA, »et..et « Pa » et « Pak » ». 

On pourra omettre les guillements autour d’une expression du type précédent si cette 
expression constitue la totalité de la proposition mathématique simple considérée. 


(ii)Les guillemets ouverts (4) » et fermés (»), employés par la proposition mathématique simple 
considérée P; seront utilisés seulement dans des expressions du type précédent ((1) et (ii)). Ils 
détermineront le début et la fin d’une proposition ou d’une définition auxiliaire (sauf dans les 
exceptions exposées en (i) et (ii) où elles seront implicites), qui nécessairement contiendra le même 
nombre de guillemets ouverts que de guillemets fermés. En effet d’après les règles de ponctuation, si 
une proposition auxiliaire contient une partie d’une proposition ou d’une définition auxiliaire Qax 
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alors elle contiendra nécessairement toute la proposition auxiliaire Qu. On pourra considérer que P; 
elle-même est une proposition auxiliaire. Donc une proposition auxiliaire sera ou bien identique à P; ou 
bien utilisée dans une expression du type de celles introduites en (1) et (ii). 

Un guillemet fermé (»), implicite ou explicite, ne pourra pas être suivi immédiatement par un 
guillemet ouvert («), implicite ou explicite, ce qui signifie que 2 propositions auxiliaires successives 
seront nécessairement séparées par le symbole de ponctuation « , » (ayant la signification de « et ») ou 
d’un concept relationnel primitif. 

(iv)Le symbole « point » sera le dernier symbole élémentaire de P; et ne pourra être utilisé que dans ce 
cas et des cas définis par des règles définissant une proposition mathématique simple. (Celles-ci 
pourront être modifiées et complétées). 


(v)Les symboles de ponctuation «parenthèses » et « virgule» seront utilisés ou bien dans les 
expressions du type précédent (i) et (ii), ou bien dans une expression du type x(O,,..,0,), x étant un 
symbole particulier associé à une définition mathématique simple ou une définition auxiliaire 
D(0,0:,..,0:) (Le symbole « x » étant choisi par convention sans contenir les symboles « virgule » ou 
«point» ou «parenthèse » ou «blanc »), ou dans des expressions de type E(O1,..,On, C1,..,Cp), 
contenant au moins un « O; » ou un « C; » et pouvant se réduire à « O; » ou à « C; », avec : 

-0:,..,0, symboles particuliers pré-définis par des définitions auxiliaires ou par des définitions 
mathématiques simples ou du type « o » dans une définition mathématique simple D(o,..) ou du type o; 
ou oj dans une définition auxiliaire Dai(0,0:1,..,0i45,..), et C:,.,C, concepts généraux non-flous 
pouvant représenter un unique objet. 

- E(O:,..,0,, C1,..,C,) ne contient aucune relation non-floue ni concept primitif relationnel ni symboles 
de ponctuation excepté des symboles «parenthèses » ou « virgule » ou « accolades » ni symboles 
«blanc » ni le symbole « point » si celui-celui-ci est le dernier symbole de E(O1,..,On, C1,..Cp). S’il est 
utilisé dans une expression du type précédent, ou bien il sera contenu dans un symbole concept général 
non-flou de type « .ina » ou bien il pourra être identifié avec un tel concept général d’après les règles 
syntaxiques de convention symbolique. (Notamment pour représenter le «produit scalaire » 
classique). 

- E(0:,.,0, Ci,.,C,) est immédiatement précédé d’un symbole «blanc» ou d’un symbole 
représentant une unique relation non-floue ou d’un « guillemet ouvert » et est immédiatement suivi 
d’un symbole représentant une unique relation non-floue ou d’un symbole parmi « blanc » ou « point » 
ou « guillemet fermé » ou « virgule », celle-ci étant suivi d’un symbole « blanc ». 

-Si E(O:,..,0n, C1,.,C,) contient une parenthèse ouverte «( », elle contiendra nécessairement une 
unique parenthèse fermée «}) », postérieure à la précédente, les 2 parenthèses contenant le même 
nombre de parenthèses ouvertes que de parenthèses fermées. On dira que de telles parenthèses se 
correspondent. Toute parenthèse contenue par E(O:,..,0:, C1..,C,) aura nécessairement une unique 
parenthèse lui correspondant et contenue par E(O1,..,On, C1,.., Cp). 

-On définit de façon analogue au point précédent 2 symboles de ponctuation « accolades » (« { » ou 
« } ») qui se correspondent. Toute accolade contenue par E(O:,..,0,, C:,..,C,) aura nécessairement une 
accolade lui correspondant, unique et contenue par E(O:...,0,, C1,..,C;). 

-Tout symbole de ponctuation « virgule » contenu par E(O1,..,On, C1,..Cp) appartiendra ou bien à 2 
parenthèses qui se correspondent ou bien à 2 accolades qui se correspondent contenues par E(O;,..,0,, 
Ci,..,C) sauf s’il est suivi d’un caractère « indice ». 

- E(O;,.,0,, C1,..,C,) peut contenir un certain type de concept général non-flou, appelé « fonction- 
concept », (ex. U, N, Im, F..) qu’on définira plus loin. 

-Dans le cas où E(O:,..,0,, C1,..,C,) contient un nombre décimal (concept général correspondant à sa 
définition classique), de partie entière a et de partie décimale b, on le représentera par « a,pb » (Avec 
l'indice « D » au symbole « virgule »), afin que ce symbole soit distinct du symbole « virgule » utilisé 
entre 2 parenthèses ou 2 accolades qui se correspondent. 

Alors des règles, appelées règles syntaxiques de convention (symbolique), permettront dans 
certains cas d'identifier E(O:,.,0,, Ci». Cp) avec un symbole particulier non-flou associé 
implicitement à une définition auxiliaire ou avec un concept général non-flou pouvant représenter un 
unique objet. Dans tous les autres cas, par définition, E(O1,..,On, C1,..,Cp) sera identifié à un symbole 
particulier non-flou ne pouvant représenter aucun objet mathématique. Par exemple, d’après les règles 
syntaxiques de convention (symbolique), on pourra identifier (C1,..,Cp) avec un concept général non- 

31 
Théorie mathématique Platoniste-Théorie aléatoire des nombres 


flou pouvant représenter un unique objet et si O:,.,0, sont des concepts particuliers non-flous 
(O:,..,0n, C1,..,C,) avec un concept particulier non-flou et dans les autres cas (01,..,0:, C1...,C,) avec 
un symbole particulier non-flou ne pouvant représenter aucun objet mathématique. 


(vi) Les symboles de ponctuation «accolades » seront utilisés ou bien dans des expressions 
E(O:,.,0:,C:,.,C,) définies précédemment, ou bien dans des propositions auxiliaires de type : « S={x 
tel que P(x...)} ». Nous donnerons plus loin la signification de cette proposition auxiliaire qui coîncide 
avec sa définition classique. 


b)REGLES D'UTILISATION DES CONCEPTS PRIMITIFS RELATIONNELS 


Des règles d'utilisation des concepts primitifs relationnels détermineront l’emploi des ces 
derniers dans une proposition mathématique simple. En particulier : 

(j)Les concepts primitifs « Non », «et », « ou », «s1..,alors », « tel que », « est équivalent à » seront 
utilisés seulement dans des propositions auxiliaires du type de celles introduites en (i) et (ii). 

(jj) «Pour tout » et « Il existe » seront utilisés seulement dans des propositions auxiliaires du type 
suivant ou ayant par convention la même signification : 

-« Pour tout x, tel que «Di(x,A1,.Aua».,pour tout xt tel que « Dk(Xk At... Akrko Y 
CPk,.,x.B1,.,B,)», ». 

-« Il existe (un et un seul) x tel que « P(x,B:...,B,) »». 

Par exemple, x étant un symbole jamais utilisé et A un symbole particulier pouvant représenter 
seulement des ensembles, « Si x est élément de A » aura par convention la même signification que « si 
x est tel que x est élément de A » et « pour tout x élément de A » que « Pour tout x tel que x est 
élément de A ». Si B est un ensemble jamais encore utilisé, « Si B est un ensemble (non vide) » aura la 
même signification que « Si B est tel que B est un ensemble (non vide) ». 


C)REGLES D'UTILISATION DES CONCEPTS GENERAUX 


Si «un(e) Cia» est un concept général non-flou pouvant représenter au moins 2 objets 
mathématiques («un(e) Cig » n’étant pas une fonction-concept, type de concept général non-flou 
qu’on définira plus loin) est utilisé dans une proposition ou une définition mathématique simple, alors 
«un Cig » sera nécessairement utilisé dans une proposition auxiliaire du type « E(O:,..,05, Ci, Ci) 
est (ou « appartient au concept général ») un Cic » (E(O:,.., 0, C:.., C3) défini en a)v)). 

Si Fc est une fonction-concept, Fc sera utilisé seulement dans une expression du type E(O:...,0:, 
Cı,..,Cp) telle qu’on l’a défini en a)v) ou dans une proposition auxiliaire du type « E(O:,..,0:, Ci, C,) 
appartient au concept général Fc. » 


d)REGLES D'UTILISATION DES RELATIONS NON FLOUES. 


Tout concept relationnel R représentant une unique relation non-floue d’ordre de multiplicité 
maximal s utilisé dans une proposition mathématique simple le sera dans une proposition auxiliaire de 
type (ou ayant la même signification d’après les règles syntaxiques de convention (voir a)v))que) : 
« R(E1(O11,..,0 ina y CiisCip(n) 7 (Os Osn(t}s Css Csp(s))) », les Ej(O;,..,Ojac Cine Copy) étant 
des expressions définies précédemment dans la section a)v), sauf dans certains cas définis par les 
règles syntaxiques de convention comme par exemple «=» dans la proposition auxiliaire de type 
«S ={x tel que P(x,O:1,.,0)} » ou dans une proposition auxilaire du type «a:Ra>R..Ra, », R étant 
une relation non-floue d’ordre de multiplicité 2 et transitive. (ex. >, <, =, ...). Cependant d’après les 
règles syntaxiques de convention les propositions auxilaires précédentes auront la même signification 
que des propositions auxiliaires en accord avec les Règles d’utilisation des relations non-floues. 

Réciproquement, une expression du type E(O:...,0,, C:,..,C,) sera nécessairement utilisée dans 
une proposition auxiliaire concernée par les règles précédentes d’utilisation des relations non-floues et 
des concepts généraux non-floues ou s’il se réduit à O; dans une proposition auxiliaire de type ou 
ayant la signification de « O, (ou (0:,.,0%)) est tel que D(O:....) ». 
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Une proposition ou une définition mathématique simple pourra donc contenir une expression 
du type précédent, « R » étant précédé du symbole « blanc » et les symboles « virgule » séparant les 
Ej(O;1,.., On C1: Cpipt) étant les seules qui n’appartiennent pas à 2 accolades ou à 2 parenthèses qui 
se correspondent exceptées les parenthèses se correspondant contenant tous les E(0:,.,0;4, 
Ci Cpipg) c'est-à-dire celle précédée immédiatement de «R » et celle suivie immédiatement de 
« guillemet » ou «point». On a donc un nouveau cas d’utilisation du symbole de ponctuation 
«parenthèse ». 

Cependant on n’utilisera pas en général et notamment dans nos 2 articles de telles expressions, 
car R sera toujours d’ordre de multiplicité 2, et on utilisera la règle syntaxique de convention que si a 
et b sont 2 symbole particuliers non-flous ou concepts généraux représentant un unique objet, « aRb » 
a la même signification que « R(a,b) ». 


C) P(O:,.,0,) étant une proposition mathématique simple, « P(0:...,0,) est vraie » signifie : 
(1O:,..,0, sont des concepts particuliers non-flous. 
(ii)Pour tous O10,..,Ono pouvant être représentés simultanément par O1,..On, P(O:0,..,Ono) est vraie. 


D)D(o) étant une définition mathématique simple générale, Oo étant un objet mathématique non- 
relationnel et différent de EMP, par définition, « D(Ou) est vraie » est équivalent à « D(Ou) est une 
proposition mathématique simple vraie », identifiant Oo avec le concept particulier non-flou pouvant 
représenter seulement Ov. 

On généralise ceci au cas d’une définition de la forme D(0,0:,.,0,). 

D’après la signification du concept primitif «tel que », si D(0,0...,0,) est une définition 
mathématique simple, alors la proposition «x est le concept particulier associé à la définition 
D(0,0:,..,0,) sera équivalente à ce que la proposition P(O:,.,0:) : «x est tel que D(x,O1,..,On) » soit 
une proposition mathématique simple vraie. « x est le symbole particulier associé à D(0,0:...,0,) et x 
n’est pas un concept particulier non-flou » sera équivalent à « P(O:,.,0,) n’est pas une proposition 
mathématique simple vraie ». 


IT)PROPOSITION MATHEMATIQUE SIMPLE VRAIE 


Préambule : 

(D’après la définition d’une proposition mathématique simple P(O:,.,0,) (et notamment le fait 
qu’elle peut utiliser des symboles particuliers associés à des définitions auxiliaires en dehors de toute 
définition seulement si ces symboles particuliers sont associés à des définitions auxiliaires de niveau 
0), on remarque que le fait que P(O:,..,0,) soit vraie dépend seulement de O:,..,0, et des objets 
mathématiques pouvant être représentés par les symboles particuliers associés à des définitions 
auxiliaires de niveau 0 contenues dans P(O:,.,0,). 


(ii)Considérons une proposition mathématique simple contenant la définition d’un symbole particulier 
B associé à une définition auxiliaire de niveau 0 D(og,P1,.,Pp). On remarque que B est complètement 
déterminé (C'est-à-dire s’il est un concept particulier non-flou et dans ce cas les objets mathématiques 
qu’il peut représenter) par P;,.,P, De plus, si D(08,P:,.,P,) contient la définition d’un symbole 
particulier H; associé à une définition auxiliaire D'wmi(oni, Hi1,.…, Hip), Hi est complètement déterminé 
par H;,..,Hi,(. Il en résulte H; est complètement déterminé par P;,..,P.. 


A)PROPOSITIONS  INDEPENDANTES-PROPOSITIONS  IRREDUCTIBLES-REGLE DES 
PROPOSITIONS AUXILIAIRES INDEPENDANTES. 


a)P1 et P2 étant 2 propositions mathématiques simples,on dira que P1 et P2 sont indépendantes si P2 
n'utilise aucun symbole particulier non-flou défini dans P1 et réciproquement. On remarque que si P1 
et P2 sont 2 propositions mathématiques simples indépendantes, alors « Si « P1 » alors « P2 » » est à 
cause de la signification du concept primitif « si..alors » équivalent à « « P2 » ou Non(P1) ».De même 
on peut exprimer « « P1 » est équivalent à « P2 » » en utilisant les concepts primitifs « ou », « et », 
«Non ». En particulier, si P1 est une proposition ne contenant aucune définition auxiliaire, elle sera 
indépendante relativement à toutes les autres propositions. 
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P étant une proposition mathématique simple, on dira que P est irréductible au sens strict si P 
n’est pas exprimée sous la forme « « P1 » ou « P2 » », « « P1 » et « P2 » », « Non(P1}) », « «P1 » est 
équivalent à « P2 »», ou «si «P1 » alors « P2 » »,P1 et P2 étant des propositions mathématiques 
simples indépendantes . 


On admet alors comme évident (Ce qu’on pourra vérifier sur toutes les propositions 
mathématiques simples) que toute proposition mathématique simple P(O:,.,0,) ou bien est irréductible 
au sens strict ou bien s’exprime sous la forme de k propositions mathématiques simples indépendantes 
irréductibles au sens strict P1,.,Pk et des concepts primitifs « si..alors », « ou », « Non », « et », « est 
équivalent à ». Si O0,.,0%9 sont des objets mathématiques non-relationnels et différents de EMP, on 
obtiendra alors les valeurs de vérité de P(O:0,..,0%) en utilisant les tables de vérité classiques. 

On dira que toute proposition mathématique simple s’exprimant sous la forme de k 
propositions mathématiques simples irréductibles au sens strict et indépendantes entre elles et du seul 
concept primitif «et» est irréductible au sens larg). De plus par définition toute proposition 
mathématique simple irréductible au sens strict est irréductible au sens large. On pourra aussi utiliser 
les concepts primitifs relationnels etc, Nong, ouc..définis et utilisés de façon analogue à et, Non, ou.. 
mais avec « Nona(P(O:...,0,) est vraie » est équivalent (au sens entrainement mutuel) à « P(O:...,0,) 
n’est pas vraie »...On aura alors « « Nonc(O1,..,On) est vraie » ou(exclusif) « P(O1,..,On) est vraie » » 


On aura la règle suivante fondamentale dans une proposition mathématique simple concernant 
les propositions auxiliaires : 
b)REGLES DES PROPOSITIONS AUXILIAIRES INDEPENDANTES. 


Si une proposition ou une définition mathématique simple utilise des propositions auxiliaires 
P1 et P2 et des concepts primitifs relationnels parmi « et », « ou », «s1..,alors », «est équivalent à » 
pour la définir elle-même ou pour définir une autre proposition auxiliaire, alors P1 et P2 seront 
nécessairement indépendantes, sauf dans le cas d’une proposition auxilaire obtenue du type « Si x, est 
tel que D.(x1,.,),.., Xn est tel que D,(x...), alors P(x1,.,xn,..) » . 


B)DEFINITIONS AUXILIAIRES IRREDUCTIBLES 


Considérons une proposition mathématique simple irréductible P(O:,..,0;), supposons que 
L:,..,1, sont les nouveaux symboles associés à des définitions internes de niveau 0 qu’elle contient. Le 
fait que P(O:,.,0:) soit vraie ou ne soit pas vraie est complètement déterminé par les objets 
mathématiques pouvant être représentés par L:,..1k, ces derniers étant déterminés par les définitions 
auxiliaires contenues par P(O1,..,On). Celles-ci déterminent aussi si I1,.,Ix sont des concepts particuliers 
non-flous. 

On admettra que par définition d’une proposition vraie si P(O,..,0,) est une proposition 
irréductible vraie alors I;,.,1, sont nécessairement des concepts particuliers non-flous. 

Supposons que l’un des Ij, noté B, soit un symbole associé à la définition auxiliaire de niveau 
0 DawxB(Obs F1: FBp(B)); 1n1,.,1pxçp) étant les symboles associés à des définitions auxiliaires de niveau 1 
internes à Dauxg(O», F1. FBpm)). Alors comme dans le cas précédent si Fg10,..Fepæ)o €t Oo sont des un 
objets mathématiques et si Dxr(Oo, Fg10>---FBpœ)o) est une proposition irréductible vraie, alors dans 
DauxB(Oo, FB10:.FRp(20) 1B1:..,1Bxçp) sont nécessairement des concepts particuliers non-flous. De plus si 
DaxBlOo, FR10:FBpB)0) est une proposition irréductible on dira que Dauxs(», Fg1»---Fepœ)) est une 
définition auxiliaire irréductible. 

On généralise la définition précédente au cas de n’importe lequel nouveau symbole Gm associé 
à une définition auxiliaire irréductible de niveau nv(m) contenue dans P(O:,,0,) notée 
DauxmlOm, Him; Hmpim)) et contenant les définitions au sens large des symboles Im1,.-,Imk(m) associés à des 
définitions auxiliaires de niveau nv(m)+1 internes à Dauxm(Om,Hm1,-,Hmp(m))- 


REMARQUE : 
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On peut montrer facilement par récurrence à l’aide des définitions précédentes que si 
P(O:,.,0,) est une proposition mathématique simple irréductible contenant les nouveaux symboles 
G1,.,Gm , tous associés à des définitions auxiliaires irréductibles, alors G:...,Gx sont nécessairement 
des concepts particuliers non-flous. 

Par souci de simplicité, on considèrera en général seulement des définitions mathématiques 
simples et des propositions mathématiques simples irréductibles vraies dont toute les définitions 
auxiliaires sont irréductibles. 


C)ORDINATION DES DEFINITIONS AUXILIAIRES 


On peut ordonner les définitions auxiliaires dans une définition ou une proposition 
mathématique simple selon leur ordre d’apparition. D’après les définitions des définitions auxiliaires, 
les symboles particuliers au sens large pouvant être utilisés à l’emplacement d’une définition auxiliaire 
Duxm(Om-.) Seront associés à des définitions auxilaires dont le numéro d’ordre d’apparition précède le 
numéro d’ordre d’apparition de Dauxm(Om,..). On pourra utiliser ces numéros d’ordre pour démontrer 
par récurrence ds propriétés des définitions auxiliaires. 

Afin de pouvoir obtenir facilement les symboles particuliers au sens large pouvant être utilisés 
à l’emplacement d’une définition auxiliaire, on pourra repérer chaque définition auxilaire par une 
séquence finie de naturels définie comme suit : 

A la définition auxiliaire de niveau 0 apparaissant la première on attribuera la séquence finie 
(0,1). A la définition auxilaire de niveau 0 qui est la ième par ordre d’apparition on attribuera la 
séquence finie (0,1). 

Supposons qu’on ait attribué à chaque définition auxiliaire de niveau m une séquence de type 
(M,h1,.,1mH1). Alors on attribuera à chaque définition auxiliaire de niveau m+1 une séquence finie 
(m+1,n1,..,1m#) si cette définition auxilaire est interne à la définition auxiliaire de niveau m repérée 
par la séquence (m,n2,.…..,hm#2) qui est la nlième par ordre d’apparition. 


Nous pouvons maintenant proposer l’Axiome simple et fondamental suivant : 
AXIOME 2.5A : 


Toute proposition mathématique simple est non-floue. (Ce qui entraîne immédiatement : Toute 
définition mathématique simple est non-floue.) 


JUSTIFICATION DE L’AXIOME 2.5A-AXIOME 2.5AI : 


On peut justifier l’Axiome 2 .5A de la façon suivante : 

Dauxim (Om, Os1,-.,0st, Q1,..,Q%) étant une définition auxiliaire, on dira qu’elles est non-floue au sens large 
si pour tout O,6,...,0:+10 objets mathématiques non-relationnels et différents de l’EMP, on a 
Dauxim(O105.-.,Ort10) est non-floue c'est-à-dire est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie. On admet alors 
P AXIOME 2.5AI : 

« P(Oi0s--On+10) étant une proposition mathématique simple, O:5,..,0:+10 étant des objets 
mathématiques non-relationnels (identifiant Où avec le concept particulier non-flou pouvant 
représenter seulement O;), alors si P(O,6,.., 0510) ne contient aucune définition auxilaire ou si toutes 
les définitions auxilaires internes à P(O:6,..,0::10) (donc de niveau 0) sont des définitions non-floues au 
sens large, alors P(O:6,.., 010) est vraie ou(exclusif n’est pas vraie ». 


D(0,0:,..,0,) étant une définition mathématique simple, O:0,.,0:0 pouvant être représentés 
simultanément par O:,..,0, et Oo étant un objet mathématique non-relationnel et différent de l’'EMP, 
on considère la proposition mathématique simple D(O5,010;..,Ono). Dans cette proposition, on 
considère les définitions auxiliaires ne contenant pas de définitions auxilaires, et soit M le niveau 
maximal des définitions auxilaires considérées. Soit Dauxm (om, C1,..Cp) une définition auxiliaire de 
niveau maximal M et donc ne contenant pas de définitions auxiliaires internes. Si M=0, d’après 
l Axiome 2.5AI, D(O5,0 10, Ono) est vraie ou (exclusif) n’est pas vraie. Si M>0, Co, C10,..,Cpo étant des 
objets mathématiques non-relationnels et différents de l’'EMP, on peut idendifier D auxm(Co»-- Cpo) avec 
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une proposition mathématique simple ne contenant aucune définition auxiliaire interne et donc d’après 
P Axiome 2.5AI, Dauxm (Co,.,Cho) est non-floue et donc Dauxm(Om,C1,..Cp) est non-floue au sens large. 
Dawxm-1(0m1,D1,..,D,) étant une définition auxiliaire de niveau M-1, Do,D0,..,Dx étant des objets 
mathématiques non-relationnels et différents de l’'EMP, on peut identifier D,m1(Do,.., D) avec une 
proposition mathématique simple ne contenant aucune définition auxiliaire interne ou avec une 
proposition mathématique simple dont toutes les définitions internes de niveau 0 sont non-floues au 
sens large et donc d’après l’ Axiome 2.5 AI D,,;:m.1(D0,.,D:0) est non-floue et donc D,xxm-1(0m1,D1,.., Di) 
est non-floue au sens large. On montre de la même façon par une récurrence inversée que toutes les 
définition auxiliaires de D(O0,O10,..,On0) sont non-floues au sens large. Appliquant ce résultat aux 
définitions auxiliaires de niveau 0 de D(O5,0:0,.,0%) on obtient d’après l’Axiome 2.5AI que 
D(O5,0:63-.:0On0) est non-floue, et il en résulte D(0,0,,.,0,) est non-floue. On montre de la même façon 
qu’une proposition mathématique simple P(O:,..,0,) est non-floue. 

On aurait donc pu admettre l’ Axiome 2.5AT et obtenir l’ Axiome 2.5A comme Théorème. 

Une définition auxiliaire est donc définie par son expression et par les définitions auxiliaires 
qu’elle contient. Considérons par exemple un symbole particulier Cm associé à une définition 
auxiliaire Douxim (Om, D1,.,Dp). Soit M le niveau maximal des définitions auxiliares qu’elle contient. 
Pour définir Dauxim (Om, D1,.,D}), On définit pour tous D5,D:6...,D,0 objets mathématiques non- 
relationnels et différents de EMP Dauxm(Do, D:0..,D,0). Pour cela on commence par définir pour toute 
définition auxiliaire de niveau M Dxm(ou.E1,.,ËE,) qu’elle contient (qui ne contiennent pas de 
définitions auxiliaires internes), pour tous Es,E30,..,E0 objets mathématiques non-relationnels et 
différents de PEMP Dawxm(Eo,E10,..,Er0). Puis par une récurrence inversée, pour toute définition 
auxiliaire Dxi(oi, F1,.,F) contenue dans D'xm(Om,D1,.,D,), pour tous objets mathématiques non- 
relationnels et différents de PEMP Fo,Fi0,..,Fso on définit Duxi(Fo,F10,..,Fs0), et enfin pour tous 
Do,D10,.,Dpo objets mathématiques non-relationnels et différents de PEMP Dauxm(Do,..,Dpo). On peut 
alors grâce à ces définitions définir complètement Cm et tous les nouveaux symboles particuliers 
définis dans D'uxm(Om;D1,..Dp). 


REMARQUE 2.5B : 


a) L'intérêt d’exprimer une définition ou une proposition sous la forme d’une définition mathématique 
simple primitive ou d’une proposition mathématique simple primitive telles que définies en 2.5IA et 
en 2.SIIA est d’une part parceque cela permet de justifier qu’elles sont non-floues en utilisant 
l’Axiome 2.5A, mais aussi parceque cela permet de mettre en évidence explicitement tous les 
symboles particuliers non-flous qu’elles utilisent et plus généralement d’obtenir leur interprétation 
dand la TMP. C’est pourquoi on a appelé ces dernières interprétation Platoniste. 


b)p étant un naturel supérieur ou égal à 2, on emploiera la notation D((01,..,0p), O1,..,Oh), ou D(o1,..,0p, 
O:,.,01), utilisant les symboles particuliers non-flous pré-définis O:,..,0, et telle que pour tous 
O:0:>O0 pouvant être représentés simultanément par O,,..,0,, pour tous objets mathématiques 
Cios:Cpo> si D(C10:..,Cp03O 103. > Ono) est vraie, (C10,..,Cpo) est nécessairement une séquence finie à p 
termes ,c'est-à-dire comme on le verra plus loin, C10,..,Cpo sont des objets mathématiques non- 
relationnels et différents de l?’ EMP. 


Par définition, D((0:,..,0,), O1,..,0,), sera une définition mathématique simple si elle utilise les 
mêmes termes que peut utiliser une définition mathématique simple D(o, O,,..,0,), remplaçant « o » 
par «0:,.0,». On dira alors que D(0:,..,0,, O:,.,0,) est une définition mathématique simple 
séquentielle. 

O0. Ono pouvant être représentés simultanément par O:,.,0, et Cio...,Cpo étant des objets 
mathématiques non-relationnels et différents de l’EMP, on peut identifier D(C10,..,Cpo; O10:..,Ono) à une 
proposition mathématique simple utilisant les concepts particuliers pré-définis Ci0,..,Cpo; O103..,Ono 
(avec pour i parmi 1,..,p Cio identifié avec le concept particulier non-flou pouvant reprsenter seulement 
Ci et de même pour Ojo). Et donc on aura toujours D(C10,..,Cpo, O1, Ono) est vraie ou n’est pas vraie 
d’après l’Axiome 2.5A. On dira que D(01,..,0p, O1,..,0,) est non-floue. 

On pourra donc utiliser une proposition de la forme : 
«(C1..,C) est le symbole particulier associé à D(01,..,0p, O1,..,0:) » 
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Par définition (C:,,C,) et C:,,C, seront des concepts particuliers non-flous si pour tous 
Oio... Ono pouvant être représentés simultanément par O:,,0,, il existe Cio,..,Cpo tels que à 
D(Ci0;..Cpo; O0. Ono) est vraie. Si tel n’est pas le cas, par définition, pour tous O:6,.,0 représentés 
simultanément par O1,..,On, (C1,..,C), C1... C ne pourront représenter aucun objet mathématique. 

On peut de même généraliser la définition d’une définition auxiliaire de niveau m, en 
définissant une définition auxiliaire séquentielle de niveau m de type : 
Dauxim (Om. Omps Os1s>Osts Q:,..,Q)). 

On peut aussi généraliser la définition donnée en 2.5 en définissant un symbole particulier 
(Ci; Cmp) implicitement ou explicitement associé à une définition auxiliaire séquentielle Dauxim 
(O1. . ->Omps Os1s-->Osts Q:,..,0Q,). 


Cependant, il sera toujours possible d’éviter l’utilisation d’une définition mathématique simple 
séquentielle ou une définition auxiliaire séquentielle. En effet, considérons par exemple une définition 
mathématique simple séquentielle D:(0:,..,0,, O1,..,0;) . 
Supposons qu’on ait défini (C1,..,Cp) par la proposition : 
« (C1,.,Cp) est le symbole particulier associé à D:1(01,..,0p, O1,.., On) ». 
Considérons alors la définition D:(0, O:...,0,) : «o est une séquenceà p termes (p étant identifié avec 
un concept général non-flou pouvant représenter un unique naturel), et si F; est le symbole particulier 
associé à la définition auxiliaire Duxr1(0r1,0) : «Or; est le 1°” terme de o »...,F, est le symbole 
particulier associé à la définition auxiliaire Dr,(0r,,0) : « Orp est le pième teme de o», D:(F,,.F,, 
O:,.., Où) ». 
Le fait que à D,(0:,.,0,, O:,..,0,) soit une définition mathématique simple entraîne que à D;(0, 
Où,..,0h) est une définition mathématique simple. (On montrera et on admettra dès maintenant que i 
étant identifié avec un concept général non-flou pouvant représenter un unique naturel différent de 0, 
«est le ième terme » est une relation non-floue). 

On définit alors successivement les symboles particuliers non-flous G,G:...,G, par : 
G est le symbole particulier non-flou associé à à D:(0, O:,..,0,). | 
G; est le symbole particulier non-flou associé à DGi(0c1,G) : «oc. est le 1” terme de G » 


G, est le symbole particulier non-flou associé à Do, (069,G ) : « 06, est 1 pième terme de G » 

On obtient alors immédiatement que «(G:,..,G,) G:...,G, sont des concept particuliers non- 
flous » est équivalent à «(C:,..,C,),C1,.,C, sont des concepts particuliers non-flous » et «C10,..,Cpo 
étant des objets mathématiques non-relationnels et différents de EMP, «(C:..,C,) peut représenter 
(Cio;.,Cpo) » est équivalent à « (G1,..,Gp) peut représenter (C10,..,Cpo) ». 


Dans ce qui précède concernant les définitions mathématiques simples séquentielles on a 
utilisé des séquences finies qu’on ne pourra définir (classiquement) qu’après la définition de N (sauf 
pour des couples qu’on a déjà définis). Et donc nous n’utiliserons pas dans cet article de définition 
mathématique simple séquentielle avant la définition formelle des séquences finies. 


c)L’Axiome 2.5A est fondamental dans la TMP, car on verra qu’il permet de prouver l’existence 
d’ensembles, et aussi de définir des concepts particuliers et généraux non-flous. Dans un 2" article, on 
montrera cependant qu’il est possible de montrer formellement qu’une définition mathématique simple 
ou une proposition mathématique simple est non-floue sans utiliser l’ Axiome 2.5A. On montrera aussi 
qu’une proposition mathématique simple a une signification Platoniste formelle, différente et plus 
simple que son interprétation Platoniste. On pourra montrer qu’une proposition mathématique 
simple est vraie ou n’est pas vraie en utilisant de déductions logiques relationnelles. D’après l’ Axiome 
2.5A, on ne pourra jamais, utilisant des Axiomes de la TMP qui sont vrais, obtenir qu’une proposition 
mathématique simple est vraie et n’est pas vraie, ou n’est ni vraie ni non-vraie. 


d)On remarque qu’on ne peut pas utiliser «une relation non-floue » ou « une définition non-floue » 
dans une définition ou une proposition mathématique simple. 


e)Si on a la proposition P : «Si x est tel que Non(x est un ensemble), alors x est un couple » alors P ne 
sera pas une proposition mathématique simple puisque x peut représenter des objets mathématiques 
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relationnels. Cependant, on verra que P est une proposition mathématique mixte, qui est évidemment 
fausse. 


Si on a la proposition P1 : « Si x est tel que x est un ensemble alors x n’est pas un couple », 
d’après la signification du concept primitif «tel que », P1 définit le symbole particulier x pouvant 
représenter les mêmes objets que x dans la définition Def(x) : « x est le symbole particulier associé à la 
définition auxiliaire D,:,(0) : « o est un ensemble ». 


f)On peut généraliser la définition de proposition ou de définition mathématiques simples en 
définissant des propositions mathématiques mixtes et des définitions mathématiques mixtes. Celles-ci 
peuvent utiliser des concepts particuliers et généraux non-flous mixtes, c'est-à-dire pouvant représenter 
tout type d’objets mathématiques. On généralise alors l Axiome 2.5A : 

-Toute proposition mathématique mixte est non-floue. 

-Toute définition mathématique mixte est non-floue. 


g)On peut montrer que dans une proposition mathématique simple, tout nouveau symbole associé à 
une définition auxiliaire est un symbole particulier non-flou. Pour cela on procède par récurrence : 

On conserve les notations du 2.51IIB, pour i parmi 1,..,q, H; est un symbole particulier associé 
à la définition auxiliaire Dauxni(Oni, Hi. Hip), Hi, Hipa étant des symboles particuliers prédéfinis au 
sens large avant H;.Alors : 

-Si l’un des Hi; est un symbole particulier non-flou qui n’est pas un concept particulier non- 
flou, alors H; est un symbole particulier non-flou ne pouvant représenter aucun objet mathématique. 

-Si tous les H; sont des concepts particuliers non-flous, alors on peut identifier Dauxni(Oni, 
Hi... Ho) avec une définition mathématique simple qui est non-floue d’après 1’ Axiome 2.5A, et donc 
H; est un symbole particulier non-flou. 


h)Si C; est un symbole particulier associé à une définition auxiliaire dans une proposition 
mathématique simple P(O:,..,0,), alors on dira que C; est défini uniquement en fonction de O:,.,0,, si 
on a toujours O:,..,0, représentant simultanément O:6,..,00 , Ci peut représenter un unique objet 
mathématique. 


i)Considérons une proposition mathématique simple P(O:,.,0,). O:0,., 00 pouvant être représentés 
simultanément par O:,..,0,, on définit les concepts généraux non-flous O66,..,Onoc, avec pour j parmi 
1,.,n Ojog peut représenter seulement Ojo. On suppose qu’on a montré qu’on a toujours P(O:66...,On06) 
est vraie. Alors il est évident qu’on aura P(O:,..,0:) est vraie. 


j)On admettra que d’après la définition d’une proposition mathématique simple, si dans une 
proposition mathématique simple une proposition auxiliaire Pa1 contient une partie d’une proposition 
auxiliaire Pw, alors ou bien P aux: contient strictement P ux2, ou bien Pawo contient strictement Pauxi, ou 
bien Pa est identique à P,ux2. 


REMARQUE 2.5C : 


a)Dans une définition mathématique simple d’après l’ Axiome 2.5A, on peut donc utiliser des concepts 
généraux non-flous (Par exemple comme on le verra N, Q... ). 


b)O, et O, étant des symboles particuliers non-flous prédéfinis, on peut dans une définition 
mathématique simple utiliser (01,02), symbole particulier non-flou associé à la définition D(0,0,,0:) : 
«o est un couple et O; est le premier terme de o et O, est le 2°™ terme de o ». (Ceci constitue une 
règle syntaxique de convention (symbolique)). 

En effet, la définition précédente est non-floue d’après l’Axiome 2.5A. 


c)On remarque que pour définir «un ensemble » ou «un couple » on n’a pas utilisé de définition 
générale non-floue D(o) associée à ces concepts mais des axiomes. Ceci est peu fréquent, mais c’est le 
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cas pour les concepts généraux fondements de la TMP. On a appelé Définition axiomatique (partielle) 
de telles définitions sous forme d’Axiomes. 


REMARQUE 2.5D. 


a)Dans la TMP comme dans les mathématiques classiques, un Axiome est une proposition qu’on admet 
à cause de son caractère d’évidence, et qui permet d’obtenir des propositions vraies appliquant 
l Axiome 2.2.E. 


b)On distingue 3 sortes d’Axiomes, les Axiomes mathématiques simples qui sont des propositions 
mathématiques simples (définies dans la Définition 2.5), les Axiomes mathématiques mixtes dont font 
partie les Axiomes mathématiques simples et qui sont des propositions mathématiques mixtes, et enfin 
les Axiomes para-mathématiques qui sont des propositions para-mathématiques, pouvant utiliser les 
termes , «un concept général non-flou », «un concept particulier non-flou », «une proposition 
mathématique simple ».....Par exemple l’ Axiome 2.5A est un Axiome para-mathématique. 


c)On remarque que d’après l’Axiome 2.5A, les définitions Dc(o) : « o est un ensemble » et DR(o) : « o 
est un ensemble et Non(o est élément de o)» sont des définitions non-floues. Elles seront utilisées 
pour étudier dans la TMP les paradoxes de Cantor et de Russel. 


Supposons qu’on considère des objets mathématiques correspondant à une définition générale 
non-floue D(o). On cherche à savoir s’il existe un ensemble A dont les éléments correspondent à la 
définition D(o). On a la définition suivante d’un tel ensemble : 


DEFINITION 2.6 : 


D(o) étant une définition générale mathématique simple , on dira qu’A est un ensemble dont 
les éléments correspondent à D(o) si A est défini par la proposition mathématique simple vraie D4 : 
Da: A est tel que « A est un ensemble et pour tout a tel que «a est un objet mathématique non- 
relationnel et différent de PEMP », « D(a) est équivalent à a est élément de A » ». 

DA est une proposition mathématique simple d’après la Définition 2.5, elle est donc non-floue. 
De plus on a vu que si DA est vraie, A est nécessairement un concept particulier non-flou car DA est 
irréductible. 

Par convention on écrira D, sous la forme équivalente : 
D’A :A est tel que « A={a tel que D(a)} ». 


Une proposition mathématique simple ou une définition mathématique simple pourra utiliser 
une expression du type DA ou D’A pour définir un ensemble. 


REMARQUE 2.7 : 


On remarque que d’après l’Axiome 2.2.B, si 2 ensembles ont les mêmes éléments ils sont 
identiques. Il en résulte que si A est un ensemble dont les éléments correspondent à une définition 
mathématique simple D(o) alors A représente un unique ensemble. 


Si on considère des objets mathématiques correspondant à une définition générale D(o) non- 
floue, c'est-à-dire binaire et cohérente, on pourrait s’attendre à ce qu’il existe un ensemble dont les 
éléments correspondent à D(o). Ceci équivaudrait à admettre l Axiome suivant, que nous appellerons 
« Axiome Naïf » : 


AXIOME NAIF 2.8: 


Si on considère des objets mathématiques correspondant à une définition D(o) non-floue, alors 
il existe un ensemble dont les éléments correspondent à la définition D(o). 
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PARADOXES DE CANTOR ET DE RUSSEL 2.9 : 


Or l’ Axiome naif est faux. On l’a appelé « Axiome Naïf» car il conduit aux mêmes 
paradoxes que la Théorie naïve des ensembles. 

Montrons comment on obtient un paradoxe analogue au Paradoxe de Cantor à partir de 
l Axiome naïf 2.8 : 

Supposons qu’on considère les objets mathématiques correspondants à la définition D«(o) « o 
est un ensemble ». On a vu que d’après l’Axiome 2.5A, Dc(o) est non-floue c’est à dire D«(o) est 
binaire et cohérente. Cependant si l’ Axiome naïf 2.8 est vrai, alors il existe un ensemble non-flou Ac 
dont les éléments correspondent à Dc(o), alors admettant que tout sous-ensemble de Ac est un 
ensemble existant (Ce qui est obligatoire si le concept « ensemble » a les propriétés des ensembles 
classiques), Ac admet comme élément chacun de ses sous-ensembles, et ceci est impossible car on est 
dans un cas analogue au Paradoxe de Cantor. 


Montrons comment on obtient un paradoxe analogue au Paradoxe de Russel : 

Considérons les objets correspondants à la Définition Dr(o}« o est un ensemble et Non( « o est 
un élément de o ») ». On a vu que Dk(o) était non-floue d’après l’Axiome 2.5A c’est à dire DR(o) est 
binaire et cohérente. Supposons que l’Axiome naïf 2.8 soit vrai. Alors il existe un ensemble AR non- 
flou dont les éléments correspondent à De(o). 

AR ne peut représenter qu’un unique ensemble d’après la Remarque 2.7.b). 

Si « AR est élément de AR » est vraie, alors AR ne correspond pas à DR(o), et donc AR n’est pas 
élément de An, il est donc impossible qu’on ait « AR est élément de AR » est vraie puisque la relation 
« est élément de AR » est cohérente (Remarque 2.2 E) 

Si on a Non(« AR est élément de AR » est vraie), alors AR correspond à DR(o) et donc « AR est 
élément de AR », ce qui est impossible puisque la définition «o est élément de AR » est cohérente. Il 
est donc impossible qu’on ait Non(« AR est élément de AR » est vraie). 

Or ceci est impossible puisque la relation « est élément de » est binaire , et donc on a ou bien 
« AR est élément de AR » est vraie, ou bien Non(« AR est élément de AR » est vraie). 


On recherche donc un Axiome de la TMP permettant d’obtenir l’existence d’un ensemble non- 
flou A dont les éléments correspondent à une définition D(o). On a vu dans la Remarque 2.7b) que A 
ne peut représenter qu’un unique ensemble. 


Supposons que la définition générale D(o) soit non-floue, et que tout objet mathématique 
correspondant à D(o) soit élément d’un ensemble E. Puisque D(o) est binaire et cohérente, il semble 
intuitivement certain qu’ il existe un sous-ensemble de E dont les éléments correspondent à D(o), ce 
qu’on admettra axiomatiquement. On introduit donc la définition suivante : 


DEFINITION 2.10 : 


Si on a une définition générale mathématique simple D(o) telle qu’il existe un ensemble Bo tel 
que tout objet O, correspondant à D(o) soit élément de Bo , alors on dira que D(o) est basique. 


DEFINITION 2.11A: 
a)CONCEPTS PARTICULIERS SANS PARAMETRES FIXES 


O:,..,0, étant des concepts particuliers non-flous définis successivement avec les notations de 
la Définition 2.3g, on a défini, O10,..,Ono étant des objets mathématiques la proposition « O:,..,0, 
peuvent représenter simultanément O:6,.,0:0. De même, k(1),.,k(s) appartenant à {1,.,n}, 
Oxo Oxyo étant des objets mathématiques, on a défini la proposition : «Ox,,... ,Ox peuvent 
représenter simultanément Ox1,0,.., Ok(s)0 »- 


Avec les notations de la Définition 2.3g, considérons un concept particulier non-flou 
O(O(O:1,.., On) associé à une définition mathématique simple D{{o4041,..0:w). Alors par définition, 
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O(O(Ou,... Ou) sans paramètre fixe » sera un symbole tel que « O(O(Oxi),-- Or) peut représenter 
Oo » est équivalent (au sens «entrainement mutuel ») à «Il existe des objets O5... Oro tels que 
Ou. Or) peuvent rerprésenter simultanément Oi,,.,Otuo et O(O(O:1:.. Oro) peut représenter Oo 
(c'est-à-dire D(Oo,Ou10,., Oro) est vraie) ». 


b)Si O(O:,.,0,) est un concept particulier non-flou et si O:,.,0, pouvant représenter simultanément 
O0:.On0, il existe toujours un unique objet Oo pouvant être représenté par O(O:0,.., 00), (C'est-à-dire 
un unique objet O, tel que « D(O5,010,.., Oo) et Oo est un objet mathématique non-relationnel différent 
de PEMP » est vraie), alors on dira que O(O:...,0,) est défini uniquement en fonction de O:,..,0, . 


On a alors le Théorème fondamental suivant : 
THEOREME 2.11B 


O:,.,0, étant des concepts particuliers non-flous définis avec les notations de la Définition 
2.3g : 


a)ll existe des objets mathématiques non-relationnels et différents de PEMP O:6,..,0% pouvant être 
représentés simultanément par O:,..,0. 


b}r(1)...,r(s) étant dans {1,.,n}, il existe des objets mathématiques non-relationnels et différents de 
PEMP OOo pouvant être représentés simultanément par O,4,,..,0,. 


c) r(1),..,r(s) étant dans {1,.n},pour tous objets mathématiques non-relationnels et différents de 
PEMP O0: Oro Or0)--Or peuvent représenter simultanément ou(exclusif) ne peuvent représenter 
simultanément O0: Oro. 


DOO- O) étant associé à une définition mathématique simple D (0,0x1,0) 
O(O(O{1».. On) Sans paramètre fixe est un concept général non-flou. 


Preuve : 


On rappelle qu’avant la définition de N dans la TMP, on considère les indices utilisés 1,..,n 
non comme des naturels mais comme des signes distinctifs. De plus, s(1),..,s(p) étant des signes 
distinctifs, on utilse la notation « s est dans {s(1),..,s(p}} » pour « s est parmi s(1),..,s(p) ». 

On définit une démonstration par récurrence sur des signes distinctifs de la façon suivante : 

Supposons qu’on ait des signes distinctifs s(1),..,s(p) et que pour tout s(1) dans {s(1),..,s(p)} on 
ait défini une proposition P(s(i)) (resp.P(s(1),..,s(1))), avec P(s(1)) vraie et pour tout s(i) dans 
{s(1)...s(p}} P(s@)) (resp.P(s(1)..,s(i))) entraîne P(s(i+1)) (resp.P(s(1),..,s(i+1))) («it+l» étant 
identifié non à un naturel mais au symbole successeur du symbole i, par exemple « 2+1 » est identifié 
avec le symbole «3»). Alors on admettra que pour tout s(i) dans {s(1),.,s(p}} P(s(i)) 
(resp.P(s(1)...,s())) est vraie et on dira qu’on a démontré par récurrence sur s(1)..,s(p) les propositions 


P(s(1))...,P(s(p)) ((resp. P(s(1)...,P(s(1)...,s(p))). 


a)Ce point se démontre facilement par récurrence. 
b)Ce point est conséquence immédiate du a). 
c)On procède par récurrence : 

On conserve les notations du 2.3g. On suppose qu’on a démontré P((1,.,n)) : « Pour tous 
r(1),.,r(s) dans {1,.,n}, pour tous objets mathématiques O,,,.., 0:50 (On peut supposer dans la 
démonstration que les objets mathématiques qu’on utilise sont non-relationnels et différents de 
PEMP), O0 peuvent représenter simultanément ou(exclusif) ne peuvent représenter 
simultanément O,(1,0,..,Or(50 ». 

On suppose que O::, est le concept particulier non-flou associé à la définition mathématique 
simple Di(Ont1,Ont1,15,On+1 ht). 
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Pour montrer P(1,..,n+1), il est évident qu’il suffit de démontrer PA(n+1) : « Pour tous r(1),..,r(s) dans 
{1..,n} et pour tous objets mathématiques O5, 00, Onto, Ont. Or(syOn+1 peuvent représenter 
simultanément ou (exclusif) ne peuvent représenter simultanément O,1,,.,0:0,On+10 »- 

PA(n+1) est équivalent à PB(n+1): «Pour tous r(1),.;r(s) dans {1,.,n} et pour tous objets 
mathématiques O,(,0,0:90 On+10> Or(rpe- Or On+1; Si QA(O6:Ort0> On+10) est la proposition : 
CO. Or On peuvent représenter simultanément Ox1)0,--Or(s)00n+10 »» QA(Or105:,Or(50> On+10) est 
vraie ou(exclusif) n’est pas vraie. » 


On peut supposer que O1, On sont parmi O,0)--Or) et Onuijtis Ont hinr1) ne sont pas 
parmi OO. Alors, d’après la Définition 2.3g, QA(O;5,. 0:90 Onto) est équivalent à la 
proposition QB(O;1,6.,Or(90; On+10) :  Ory. Or peuvent représenter simultanément O,(,0,...,O:(90 €t 
RA(O;:1,10:.On+1j0> Onto): «Il existe des objets mathématiques Onr j+10,--On+,h@+10 tels que 
Oups Orts  OntijtisOntinmti) peuvent représenter simultanément O5, Os:ihnt10 €t 
D1(O410On+1,105>On+1 h(n+1)0) ». 

Pour montrer que RA(O::110,..,On+1j0, On+10) est vraie ou (exclusif) n’est pas vraie, il suffit de 
montrer que la négation de RA(O,:1,10,.., On+1,j9, On+10) est vraie ou exclusif n’est pas vraie, c'est-à-dire 
RB(O5:1,103. Ont. jos On+10) est Vraie ou (exclusif) n’est pas vraie, avec : 

RA(O;:1 105: On+1,j0; O;+10) : « Pour tous objets mathématiques On+1,j0s--»On+1,h(n+1)0> si Os. On+t1 ht) 
peuvent représenter simultanément O,(1,9,..,On+1nm+130 alors Non (Di1(On+10,On+1,105>On+ih(n+10)) » 

En utilisant l’hypothèse de récurrence, le fait que D(o51,Ou11 On+inmin) Soit non-floue et la 
signification des concepts primitifs « Pour tous » et « si..alors » on obtient que RB(O;:110,..,On+1,0, 
Ono) est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie. Et donc RA(On+1,10,--On+1. joo On+10) est vraie ou(exclusif) 
n’est pas vraie. 

D’après l’hypothèse de récurrence, on obtient donc QB(Ox,.,0:(50, On+10) est vraie 
ou(exclusif) n’est pas vraie, de même que QA(O,(1,0,.,Orto0; On+10). 

D’après la signification des concepts primtifs « Pour tous » et « si.. alors », on obtient PB(n+1) 
est vraie, et donc P(1,..,n+1) est vraie. 


d)Pour montrer ce point, on doit montrer, avec les notations du Théorème : 


(WII existe un objet mathématique non-relationnel et différent de EMP pouvant être représenté par 
O(O(O11,.., Or) Sans paramètre fixe. 


(ii)P :Pour tout objet mathématique Oo, (On rappelle qu’on peut supposer que les objets 
mathématiques qu’on utilise sont non-relationnels et différents de l’'EMP), O(O(Oia).. Otu) sans 
paramètre fixe peut représenter ou(exclusif) ne peut pas représenter Ov. 


Le (i) est une conséquence immédiate du b). 


On remarque que P est équivalent à Q : « Pour tout objet mathématique Oo, si R(Oo) est la 
proposition : « Il existe des objets mathématiques O1, Oro tels que Ou. Otm) peuvent représenter 
simultanément O0. Oro et DOo,O:150:-.- Otuyo)) », alors R(Oo) est vraie ou(exclusif) n’est pas 
vraie ». 

Pour montrer que R(Oọo) est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie, il suffit de démontrer que la 
négation de R(Oo) notée S(O) (avec R(O:) est vraie est équivalent à S(Oọ) n’est pas vraie) est vraie 
ou(exclusif) n’est pas vraie, avec : 

S(Oo): «Pour tous objets mathématiques Oi,.…. Ou, Si Oix,Otu) peuvent représenter 
simultanément O{n0:-. Oro alors Non(D{O5,Oi(10:-. Ou). 

En utilisant le c), le fait que D{oOu,., On), O(O(O{1.. Ou) soit non-floue et la 
signification des concepts primitifs « Pour tout» et « si..alors », on obtient que S(O:) est vraie 
ou(exclusif) n’est pas vraie, et de même pour R(O;). Il en résute que P est vraie, on a donc montré la 
proposition. 


REMARQUE 2.11C : 
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On a déjà vu 2 façons de définir un concept général non-flou : 


-La première possibilité est de le définir par des définitions axiomatiques partielles, en général 
équivalentes à des propositions mathématiques simples ce qui est presque seulement utilisé pour 
définir les concepts généraux des fondations des mathématiques (un ensemble, EMP, une relation 
floue, un couple...) 


-La 2% possibilité est de le définir en l’associant à une définition générale (c'est-à-dire n’utilisant pas 
de concepts particuliers pré-définis) non-floue D(o). 

-Il existe une 3°" possibilité : 

Supposons qu’on ait défini un concept particulier non-flou O(O,,.,0,). D’après le Théorème 
précédent, O(O:,.,0,) sans paramètres fixes est un concept général non-flou. 


DEFINITION 2.12A : (FONCTION CONCEPT) 


Soit O1(0:,.,0:) un concept particulier non-flou associé à une définition DA(0,0:, .,0:), 
O:,.,0, étant des concepts particulier non-flous avec O4(0:,...,0,) défini uniquement en fonction de 
O:,..,0:. 

On a déjà établi que pour n=2, (0,0) est un concept paticulier non-flou. On a vu aussi dans 
Préambule de la Définition 2.2A que pour n>2 on montrerait aussi, après avoir défini les naturels dans 
la TMP, l'existence du concept particulier non-flou non-flou (0:,,0,) identifié avec 
{(1,0:),..,(n,0.)}et défini uniquement en fonction de O:,.,0:. 

Ceci permettra de justifier que pour n>1, (0:,..,0,) est un concept particulier non-flou de 
même que (O1(O:,..,0:)), (O1,...,On)). 


D’après le Théorème 2.11Bd il existe concept général non-flou noté F a pouvant représenter les 
mêmes séquences que (O1(0:,..,0:)), (O1,...,0,)) sans paramètres fixes. De même il existe un concept 
général non-flou noté Dep(F,) pouvant représenter les mêmes séquences que (0:,.,0,) sans 
paramètres fixes. Ceci signifie donc (si n>1) que Dep(F,) peut représenter toutes les séquences 
(O10,...,On0) telles que O:,..,0, peuvent représenter simultanément O:6,.., O0. Fa peut alors représenter 
tous les couples (0(O:0,..., O0), (O10,...,Ono)). 


On dira que FA est une fonction-concept définie sur Dep(FA) et que Dep(FA) est le concept de 
départ de FA. 

Si (O10,...,Ono) appartient au concept général (0:,..,0,)sans paramètres fixes, d’après une règle 
syntaxique de convention symbolique on identifiera alors F A(O10,..,On0) avec O1(0:0,..,Ono). 

Plus généralement, on pourra identifier avec une fonction-concept FA tout concept général 
non-flou ne pouvant représenter que des couples, et tel que Oxui0,0120,080 étant des objets 
mathématiques non-relationnels et différents de EMP, si (O 410,080) et (O120,08o) appartiennent à F4, 
alors O\9 est identique à Ou. 

On verra que par exemple les symboles « U », « P » pourront être identifiés à des fonctions- 
concepts. Dans cet article, avant la définition de N, si on définit une fonction-concept dont le concept 
de départ peut représenter seulement des séquences finies à n termes, on aura au maximum n=2 

F, étant une fonction-concept définie avec les notations précédentes, on pourra utiliser dans 
une définition ou une proposition mathématique simple F4(0’:,.,0”,) avec O’,,.,0’; concepts 
généraux pouvant représenter un unique objet ou symboles particuliers associés ou implicitement 
associés à une définition auxiliaire ou de type 01,0, pouvant dans tous les cas être utilisés à 
l’emplacement de FA4(0”:,.,0”:), F4(0°:,..,0”;) étant identifié d’après une règle syntaxique de 
convention symbolique avec symbole particulier non-flou associé à la définition auxiliaire 
DauxFA(Oc,O1,..,0°n) :  «(O’1,.,0”,) appartient au concept général Dep(F\) et (0. (0°1,..,0°n)) 
appartient au concept général FA ». On dira que FA(0”:,..,0”;) est implicitement associé au sens d’une 
fonction-concept à la définition auxiliaire D,uxra(0c,0”1,.., On). 
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Plus généralement d’après une 2°" règle syntaxique de convention symbolique, une 


expression du type précédent F4(0”:.,0”) pourra aussi utiliser des O’; identifiés à des symboles 
particuliers non-flous pouvant être utilisés à son emplacement, et donc en particulier du 
type Faÿ(O'i1,..,Oixç). 

D’après la règle syntaxique de convention symbolique précédente, on pourra identifier des 
expressions du type E(O”:,..,0”:) (définies en 2.51IBav) avec O’1,..,O’°n concepts généraux pouvant 
représenter un unique objet ou symboles particuliers associés ou implicitement associés à une 
définition auxiliaire ou de type 0:1,..,0, pouvant dans tous les cas être utilisés à l’emplacement de 
E(O’:,.,0)) utilisant plusieurs fonction-concepts avec des symboles particuliers non-flous. Par 
exemple si E(0”:..,0”:) est l'expression Fas:(Far(O'11,.., ir); Fapl(O’ p10 pkp) avec 
FaptFarFap fonction-concepts et les O’;; parmi O’;,.,0”,, alors on identifiera E(0”;,.,0”,) avec un 
symbole particulier non-flou obtenu par des définitions auxiliaires implicites au sens d’une fonction- 
concept (analogues aux Dauxra précédentes) d expressions du type Fai(.),...,Fa,:(.). On dira que 
E(O”;,.,0”,) est implicitement défini par les définitions auxiliaires implicites au sens d’une fonction- 
concept de Fai(.…),..,Fap1(.) (Fap+ étant identique ou ayant la même signification d’après les règles 
syntaxiques de convention symbolique que E(O’1,.,0°n) ). 


DEFINITION 2.12 B: 


On dira que A est un ensemble dont les éléments correspondent à la définition mathématique simple 
D(0,0:,..,0,) de paramètres fixes les concepts particuliers non-flous O:,..,0, si A est défini par la 
proposition mathématique simple : 


DA(O:,...,0:) : « A (noté aussi A(O:,...,0:)) est tel que « A est un ensemble et pour tout x tel que x 
est un objet mathématique non-relationnel différent de l’EMP, «x est élément de A est équivalent à x 
est tel que D(x,0:,...,0,))» ». 

Par convention, on écrira DA(O:,...,0,) sous la forme suivante, ayant la même signification: 
D’A(01,...,0,): « A est tel que « A={x tel que D(x,0:...,0,)} » ». 

On dira alors si D1(0:,...,0,) est vraie que pour tous O,..,0%0 pouvant être représentés 
simultanément par O:,,0:, A(O:0,...,0») est un ensemble dont les éléments correspondent à 
D(0,0:, ips Ono). 

D’après les règles de ponctuation d’une proposition mathématique simple, on admettra par 
convention qu’une proposition auxiliaire du type «A={x tel que D(x,0:,.,0,)} » entourée de 
guillemets a la même signification que non-entourée de guillemets. Il en sera de même pour une 
proposition auxiliaire du type « A={X1,..,Xk} » qui aura par convention la même signification que 
« A={x tel que « x=x1ou..ou x=xK} ». 


D’après la définition 2.5 DA(O:,...,0:) est une proposition mathématique simple irréductible, 
elle est donc non-floue et de plus si elle est vraie A est un concept particulier non-flou. 

On remarque qu’on pourra utiliser une proposition mathématique simple de type 
DA(O:,...,0,) ou D’1(0:,...,0,) dans une proposition mathématique simple ou une proposition 
mathématique étant utilisées dans une définition mathématique simple ou une proposition 
mathématique simple, identifiant A avec un symbole particulier associé à une définition auxiliaire. 


DEFINITION 2.12 C: 


Généralisant la Définition 2.10, une définition mathématique simple D(0,0:,..,0,) est basique 
si pour tous objets O10,..,Ono pouvant être représentés simultanément par O:,..,0,, il existe un ensemble 
noté B(O10,..,On0) tel que tout objet Oo correspondant à D(0,0:0,..,0%) appartient à B(O:0,.., Ono). 


REMARQUE 2.12D : 


De la même façon que dans la Remarque 2.7, on justifie que si A(O:,..,0,) est un ensemble 
dont les éléments correspondent à la définition non-floue D(0,0:,..,0,), alors A(O:...,0,) est défini 
uniquement en fonction de O:,..,0:. 
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On utilisera aussi le concept fondamental de définition récursive Platoniste : 
DEFINITION 2.13 A: 


Une définition récursive Platoniste Da(to) est définie par la donnée de son premier terme to , 
défini uniquement par une définition générale Dpr1(0) , d’une propriété récursive Drp(o) qui est une 
définition générale non-floue et d’une clause de récursion Dec(0,01) qui est une définition non-floue 
telle que : 

(Si q est le symbole particulier non-flou associé à Drp(0), alors q est un concept particulier non-flou, 
et si s(q) est le symbole particulier non-flou associé à Dec(0,q), alors s(q) est un concept particulier 
non-flou défini uniquement en fonction de q et de plus « Dre(s(q)) est vraie »). 


(ii)to a la propriété récursive. (c'est-à-dire Drp(to) est vraie). 


(iii) «t est un terme de la définition récursive De(to) » est équivalent à « t est identique à t ou il existe 
qpr tel que qpr est un terme de la définition récursive De(t) et Drc(t,qpr) est vraie ». On dira que t est 
le successeur de qpr dans De(to) et on emploiera la notation t=s(qpr). 


AXIOME 2.13 B: 


Si Dre(to) est une définition récursive Patoniste, alors «un terme de Da(to) » est un concept 
général non-flou, et donc De(o) : «o est un terme de Dr(to) » est une définition mathématique simple 
non-floue d’après l’Axiome 2.5A. 


Il semble alors intuitivement évident qu’il existe un ensemble dont les éléments sont les 
termes de la définition récursive, et qui est défini uniquement en fonction de tọ. Ceci signifie qu’il 
existe un ensemble A(t,) défini uniquement en fonction de tọ et dont les éléments correspondent à la 
définition : Dre(o): «o est un terme de Da(to) ». Nous admettrons Axiomatiquement l’existence de 
Alto) dans l’ Axiome 2.14. 


Finalement, l’Axiome permettant d’obtenir l’existence d’ensembles dans la TMP, dont 
certains points ont été justifiés précédemment et d’autres sont admis dans la Théorie classique des 
ensembles (qui doit être vraie dans la TMP) est le suivant : 


Dans cet Axiome et ce qui suit: 

-On appellera un ensemble non-flou un concept particulier non-flou pouvant représenter 
seulement des ensembles. 
-A et B étant 2 ensembles, A est inclus dans B signifiera classiquement (A,B) est tel que « A est un 
ensemble et B est un ensemble et « Si x est tel que x est élément de A, alors x est élément de B » » et 
donc d’après l’Axiome 2.5 « est inclus » peut représenter une unique relation non-floue et pourra être 
utilisé dans une définition ou une proposition mathématique simple. 
-Si on donne une définition sous la forme D(0,0,,..,0,), O,,..,0, étant des concepts non-flous, on 
supposera alors toujours implicitement que D(0,0,,..,0,) est une définition mathématique simple 
utilisant les concepts particuliers non-flous prédéfinis O1,..,On. 
(A étant un symbole non-utilisé, « Si A est un C; » aura la même signification que « Si A est tel que A 
est un C; » ( «un C; » concept général non-flou)). 


AXIOME 2.14 : 


a)Si x est tel que x est un objet mathématique non-relationnel différent de PEMP , alors il existe un et 
un seul A tel que A={y tel que y=x} . On identifiera alors l’objet représenté par A avec b(x)={x}. 
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D’après la Remarque 2.12A) on peut identifier «b » à une fonction-concept définie sur le 
concept général «un objet mathématique non-relationnel et différent de PEMP ». x étant un concept 
particulier non-flou, on pourra donc utiliser {x}, dans une définition non-floue. 


b)Pour toute Définition récursive Platoniste De(to) il existe un et un seul ensemble Apr(t), dont les 
éléments sont ceux correspondant à la Définition D(o) :« o est un terme de (la Définition récursive) 
Dr(to) ». 


c)Si A est un ensemble et B est un ensemble alors il existe un et un seul X(A,B) (noté aussi AxB) tel 
que AXB={(x,y) tel que « x est élément de A et y est élément de B »}. 


-Si A est un ensemble, alors il existe un et un seul P(A) tel que P(A)-{B tel que « B est un ensemble 
et B est inclus dans A »}. 


-Si A est un ensemble et B est un ensemble alors il existe un et un seul U(A,B) (noté aussi AUB) tel 
que AUB={x tel que « x est élément de A ou x est élément de B »}. 


D’après la Remarque 2.12A on peut identifier « U », « xX » avec des fonction-concepts définies 
sur le concept général « un couple d’ensemble ». De même , on peut identifier « P »avec une fonction- 
concept définie sur le concept général « un ensemble ». 


d)On suppose : 
(DA est un concept particulier non-flou pouvant représenter seulement des ensembles non vides. 
(ii)a est le concept particulier non-flou associé à la définition D,(0,A) : « o est élément de A. 
(ii)B(a) est un symbole particulier non-flou associé à une définition mathématique simple Dg(0,a) 
,B(a) étant un concept particulier non-flou défini uniquement en fonction de a et pouvant représenter 
seulement des ensembles. 
Alors on admettra axiomatiquement l’existence d’un concept particulier non-flou, qu’on notera par 
convention U(B(a))\, défini uniquement en fonction de A, tel que U(B(a))A = {x tel que Du(x, A) : « Il 
existe a tel que «a est élément de A et «si B(a) est tel que Dg(B(a),a), alors x est élément de 
B(a) » » »}. 
On généralise ce qui précède, A,0:,,0, étant des concepts particuliers non-flous pré-définis, 
B(a,0:,..,0,) étant un concept particulier non-flou associé à une définition mathématique simple 
Dg(0,a,0:,.,0:), B(a,0:,.,0:) étant défini uniquement en fonction de a,0:,,0, et ne pouvant 
représenter que des ensembles. On notera alors l’ensemble obtenu U(B(a,0:,.,0,))a. 

Ce qui précède demeure valide remplaçant A par un concept général non-flou pouvant 
représenter uniquement un ensemble non vide AG (Pour le montrer, il suffit de considérer le concept 
particulier non-flou A pouvant représenter seulement AG). 


On remarque que si on a une fonction-concept Fe telle que (0,,...,a,..,0,)sans paramètre fixe 
soit inclus dans Dep(Fc) (C'est-à-dire pour tous O:6,.,80,..,0n0 pouvant être représentés simultanément 
par O,,.,a,.,0,, (O:0::,40;.,O0) appartient au concept général Dep(Fc)), et que de plus F(O:,..,a,..,0,) 
ne peut représenter que des ensembles, alors Fe(O1,..,a,On) pourra être identifié avec B(a,0:,.,0,) tel 
qu’on l’a défini plus haut. On obtient donc l’existence d’un concept particulier non-flou défini 
uniquement en fonction de A,0:,..,0, et qu’on notera U(Ft(0:,.,a,..,0,))a. (On pourra aussi remplacer 
l’indice « A » par l’indice « ajA » s’il y a ambiguité.) 

Par exemple, f étant un concept particulier non-flou pouvant représenter seulement des 
applications dont l’ensemble de départ est N et l’ensemble d’arrivée ne contient que des ensembles 
(qu’on définira plus loin mais qui correspondent à leur définition classique), d’après l’Axiome 
précédent on aura l’existence d’un concept particulier non-flou défini uniquement en fonction de f, ne 
pouvant représenter que des ensembles et qu’on pourra noter U(f(a))n. (On verra plus loin que « f(a) » 
a par convention la même signification que im(£a), im étant une fonction-concept). 


46 
Théorie mathématique Platoniste-Théorie aléatoire des nombres 


On pourra montrer simplement utilisant cet Axiome 2.14 qu’il existe un concept non-flou 
NA(B(a.A)), défini de façon évidente, et défini uniquement en fonction de A. 


e)Si D(o) est une définition générale mathématique simple basique, alors il existe un ensemble non- 
flou dont les éléments correspondent à D(o). On a vu dans la Remarque 2.7 que cet ensemble est 
unique. Ceci est aussi vrai si on a des concepts particuliers non-flous O;,...,0,, et qu’on a la définition 
mathématique simple basique D(0,0:,..0,). Alors, on obtient l’existence d’un concept non-flou 
A(O:,.,0:), défini uniquement en fonction de (0:,...,0,) et dont les éléments correspondent à 
D(0,0:,...,0,). Alors, si (01,..,0,) représente (0:10... Oo), il existe un unique ensemble A(O:6,.., 050) 
dont les éléments correspondent à D(0,0:0,.., O0). 
On peut utilisant l’ Axiome précédent définir les fonction-concepts « N » et «/ ». 


REMARQUE 2.15 : 


a)On remarque qu’en 2.14a), on a mis la condition que si on a un ensemble {x}, x ne peut pas 
représenter EMP . En effet, EMP est un objet mathématique extrêmement particulier, et on a donc 
choisi dans la TMP qu’il ne puisse pas être élément d’un ensemble. On peut d’ailleurs déduire de 
2.14a) et e) qu’il n’existe aucun ensemble ayant pour élément l’EMP. On considèrera donc toujours 
que les ensembles considérés ne contiennent pas l’'EMP. On rappelle qu’on a admis dans l’ Axiome 
2.2.C qu'aucun couple ne pouvait avoir EMP comme un de ses 2 termes. Ceci entraînera qu’aucune 
séquence finie existant dans l’'EMP (0:,...,Ono) ne peut avoir l’'EMP comme un des termes. 


b)On remarque que d’après 1l’ Axiome 2.14e), si D(o) est basique et non-floue mais qu’il n’existe aucun 
objet correspondant à D(o), alors il existe un ensemble non-flou dont les éléments correspondent à 
D(o) et qui est l’ensemble vide. 


c) D’après la DEFINITION 2.12.A, A et B étant 2 concepts particuliers représentant des ensembles, on 
peut utiliser dans une relation non-floue les concepts particuliers non-flous définis uniquement en 
fonction de A et (ou) B qu’on a définis dans l’ Axiome 2.14 : AxB, AUB, ANB et P(A). Et si x est un 
concept particulier non flou ne pouvant pas représenter 1 EMP, on peut utiliser le concept non-flou {x} 
défini dans l Axiome 2.14 dans une définition non-floue. On peut aussi dans une définition non floue 
D(o) utiliser, A étant un ensemble oXA, oUA ou {o}. 

En effet, on a identifié « U », « x », « N » avec des fonction-concepts définies sur le concept général 
de départ «un couple d’ensemble », on a identifié « P »avec une fonction-concept définie sur le 
concept général de départ «un ensemble », et on a identifié « b » avec une fonction-concept définie 
sur le concept général de départ « un objet mathématique non-relationnel et différent de EMP » tel 
que b(x) est identifié avec à {x} . 


Nous allons maintenant établir des Lemmes et Propositions fondamentaux, qui nous 
permettrons d’obtenir plus loin l’existence de concepts généraux non-flous de la TMP qui pourront 
être identifiés aux concepts classiques. 


LEMME 2.16: 


A étant un ensemble, alors il existe et un seul e(A) tel que e(A)={a tel que il existe x tel que 
« x est élément de A et a={x} »}.({x} représente le concept particulier non-flou introduit en 2.14a)). 


D’après la Remarque 2.12A, on pourra donc utiliser e(A) dans une définition non-floue, A 
étant un concept particulier prédéfini représentant un ensemble, ou e(o) dans une définition non-floue 
D(o). En effet on peut identifier « e », d’après la Remarque 2.12A, avec une fonction-concept définie 
sur le concept général « un ensemble». 


Preuve : 
On a d’après l’Axiome 2.14a une fonction-concept b définie sur le concept général « un objet 
mathématique non-relationnel différent de PEMP » telle que b(x)= {x}. 
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On suppose que A est défini par « A est un ensemble ». 

On considère la définition D(o,A) : 

«Il existe a élément de A tel que o est identique à {a} » 

Cette définition est non-floue d’après la Définition 2.5. 

De plus elle est basique car il est évident que si A représentant Ao, Oo correspond à la définition 
D(0,A5), alors O est élément de Eo=P(A0). 

Et donc d’après l’Axiome 2.14, il existe un ensemble e(A) dont les éléments correspondent à la 
définition précédente D(o,A). 


DEFINITION 2.17A : 


a)A et B étant des concepts particuliers non-flous définis par « (A,B) est tel que « A est un ensemble 
non vide et B est un ensemble non vide », on peut définir un concept particulier non-flou F(A.,B), 
pouvant représenter seulement des ensembles et défini uniquement en fonction de A et B, qu’on peut 
identifier avec l’ensemble des applications de A dans B. On peut identifier F avec une fonction- 
concept et « une application » avec un concept général non-flou. 


b)Si f est élément de F(A,B), on dira que A est l’ensemble de départ de( la fonction) f et B est 
l’ensemble d'arrivée de (la fonction) f. On définira aussi la fonction-concept F, telle que 
F(A,B)={(A,B)}xF:ı(A,B). On définira aussi dans cette section la concept général non-flou «une 
séquence indexée sur un ensemble» et la relation non-floue d’ordre de multiplicité 2 «est une 
séquence indexée sur l’ensemble ». 


On pourra donc utiliser F(A,B) ou Fi(A,B) dans une définition ou une proposition 
mathématique simple, A et B étant des symboles particulier prédéfinis. 


Définition complète des concepts du a) et de b): 


On définit A et B par « (A,B) est tel que «A est un ensemble non-vide et B est un 
ensemble non vide». On rappelle qu’en 2.14c), on a défini la fonction-concept « P » et la fonction- 
concept « x » qui est définie sur le concept général « un couple d’ensemble ». On peut donc d’après la 
DEFINITION 2.12A utiliser le concept non-flou P(AXB) défini uniquement en fonction de A et B, 
dans une définition mathématique simple. 


On considère alors la définition de paramètres fixes A,B: 
D;(0,A,B): «o est un élément de P(AXB) et pour tout a tel que a est élément de A, il existe un et un 
seul C(o,a) tel que « C(o,a) est élément de o et a est le premier terme de C(o,a) » ». 
(On a utilisé (implicitement) une définition auxilliaire Dax (04,0,a) dans la définition précédente). 
Cette définition est évidemment basique et elle est non-floue d’après l’Axiome 2.5A. Donc d’après 
l’ Axiome 2.14e), il existe un concept particulier non-flou F(A,B), défini uniquement en fonction de A 
et B et pouvant représenter seulement des ensembles, dont les éléments correspondent à D,(0,A,B). On 
a donc défini la fonction-concept F, avec Dep(F) est le concept général (A,B) sans paramètres fixes. 


On sait que (A,B) est un concept particulier non-flou, et donc d’après l’Axiome 2.14a), 
{(A,B)} est un concept particulier non-flou défini uniquement en fonction de A et B. 
Utilisant alors l Axiome 2.14c, on obtient que {(A,B)}*F(A,B) est un concept particulier non-flou 
défini uniquement en fonction de A,B. 
On identifiera F(A,B) avec ce concept particulier non-flou, et donc on a défini la fonction-concept F. 
Par définition, une application sera le concept général F(A,B) sans paramère fixes, et une séquence 
indexée sur un ensemble sera le concept général Fı(A,B) sans paramètres fixes. On définit alors 
aisément les relations non-floues d’ordre de multiplicité 2 «est l’ensemble d’arrivée de la fonction», 
«est l’ensemble de départ de la fonction », « est une séquence indexée sur l’ensemble ». 
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DEFINITION 2.17B: 


a)Si A et B sont définis par « A,B) est tel que « A est un ensemble non vide et B est un ensemble non 
videles non vides», f est définie par « f est élément de F(A,B) et a est défini par « a est élément de A », 
on définit alors le symbole im(f,a) associé à la définition D(o,f,a) : « Si (A:1,B:) est tel que « A, est 
l’ensemble de départ de f et B; est l’ensemble d’arrivée de f », alors ((A1,B1),(a,0)) est élément de f ». 
On pourra alors identifier « im » avec une fonction-concept de concept de départ (fa) sans paramètres 
fixes.(Le symbole Im, avec une majuscule sera naturellement une fonction-concept avec comme 
concept de départ le concept général pouvant représenter toutes les applications). 


Il est évident que d’après la définition d’une fonction d’ensemble, im(f,a) est un concept non- 
flou défini uniquement en fonction de fa. Dans le cas où f est un concept particulier non-flou pouvant 
représenter seulement des applications, et a est un symbole particulier pré-défini par convention 
« f(a) » aura la même signification que « im(f,a) ». Si on a une définition mathématique simple D(o) et 
que d’après cette définition o ne peut représenter que des applications, a étant un symbole particulier 
pré-défini par convention «o(a) » aura la même significatin que « im(o,a) ». 


Classiquement on dira que f(a) est l’image de a par f. 


b}Si on définit s, A et a par « s est tel que s est une séquence indexée sur un ensemble », « A est tel 
que s est une séquence indexée sur l’ensemble A », « a est tel que a est élément de A », alors on pourra 
définir la fonction-concept ims dont le concept de départ est (s,a) sans paramètres fixes, et si (s,a) est 
défini par «(s,a) est tel que (s,a) appartient au concept général Dep(ims), ims(s,a) est le concept 
particulier non-flou associé à Dims(0,(s,a)) : « (a,0) est élément de s ». 

Si s est un concept particulier non-flou pouvant représenter seulemeent des séquences 
indexées sur un ensemble et a est un symbole particulier pré-défini, par convention « s(a) » aura la 
même significationque « ims(s,a) ». 

Si on a une définition mathématique simple D(o) et que d’après cette définition o ne peut 
représenter que des séquences indexées sur un ensemble, a étant un symbole particulier pré-défini par 
convention «o(a) » aura la même significatin que « ims(o,a) ». 


LEMME 2.18 : 


On suppose que A et B sont des concepts particuliers non-flous pouvant seulement représenter 
des ensembles non-vides. 
a)Si a est défini par « a est élément de A » et si on a une définition mathématique simple Di(oia,B)) 
telle qu’il existe un concept non-flou noté fg(a) associé à D;:(0:,a,B) et défini uniquement en fonction 
de a et B et que d’aprés cette définition , f£(a) est élément de B, alors il existe un concept non-flou f 
défini uniquement en fonction de A,B, associé à la définition D{o,A,B) : « o est un élément de F(A,B) 
et si pour tout a tel que a est élément de A, si fg(a) est tel que Dim(fg(a),a,B) alors, o(a) est identique à 
fga) ». 

On pourra définir f par la proposition mathématique simple : 

fg est telle que «fg est élément de F(A,B) et pour tout a tel que a est élément de A, 
D; (f(a),a,B) ». 

Ce qui précède demeure vrai si on remplace D;,(0;,a,B) par Dim(0;,a). 


b)Dans de nombreux cas f(a) n’est pas défini uniquement en fonction de a, mais en fonction de 
a,0:,....,05, O1,...,0, étant des concepts non-flous (A et B pouvant être parmi eux). Alors si a est 
défini par « a est élément de A » et si on a une définition mathématique simple D; (oi, a, O1,..,On) telle 
qu’on ait un concept non-flou noté fe(a)(o1.0on associé à Di,(0:,a,0:,..,0,) et défini uniquement en 
fonction de a, O1,..,On avec f8(a)(o1..on est élément de B, alors il existe un concept particulier non-flou 
f associé à la définition D{o,A, B, O:,..,0:) : « o est un élément de F(A,B) et pour tout a tel que a est 
élément de A, si f(a)(o1..on est le symbole particulier associé à D;,(0:,a,0:,..,0,), alors o(a) est 
identique à f(a) (01,.,0n) », f étant défini uniquement en fonction de A,B,0:,..,0, . 
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Pour définir f, on utilisera la proposition mathématique simple: 


D(£A,B, O:,..,0,): f est telle que « f est élément de F(A,B)et pour tout a tel que a est élément de A, 
D; (fa),a,0:,..,0,) ». 

On peut généraliser immédiatment ce qui précède si A ou B sont des cocnepts généraux non- 
flous représentant chacun un unique ensemble non vide. 


Preuve : 


a)On considère alors la définition D,(0,A,B) de paramètre fixe A,B: 

D:(0,A,B) : « Il existe a élément de A , tel que si fg(a) est tel que Dim(fg(a),a,B) alors o est identique à 
(a,fg(a)) ». 

A,B représentant simultanément A;,B,, il est évident que si D,(05,A5,Bo) est vraie, alors O, est 
élément de AoxBo, puisqu’on a supposé fg(a) est élément de B. 

Donc D:(0,A,B) est basique, et elle est non-floue d’après l’ Axiome 2.5A. 


Donc d’après l’Axiome 2.14.e), il existe un concept non-flou noté far) , défini uniquement en 
fonction de (A,B) associé à la définition mathématique simple: 
D;(0,A,B) : « o={x tel que D;(x,A,B) ». 


On considère alors le concept particulier non-flou fias) défini par «fA18, est tel que fa) 
=((A,B).fc(A,B)). Il est évident que f(a») est défini uniquement en fonction de A et B et que de plus 
fas) est élément de F(A,B). 

A,B représentant simultanément Ao, Bo il est évident 1080) correspond à D{0,A5,B). De plus 
on montre aisément que si fọ correspond à D{o,A5,Bo), nécessairement fo est identique à f(40,80, Et 
donc si f est le symbole particulier non-flou associé à D{o0,A,B), alors f est un concept pariculier non- 
flou défini uniquement en fonction de A et B. 


b)O:,..,0, pouvant représenter simultanément O:0,.,020, on considère les concepts générau non-flous 
O:06:.On06 avec Oiog peut représenter seulement Oio, et on définit les concepts particuliers non-flous 
A(O:06;:,00G) et B(O:06;:,0n0G) tels que (A(O:06;:,On0G); B(O:06::,010G)) peut représenter (A, Bo) si et 
seulement si A,B,0:,..,0, peuvent représenter simultanément A5,B0,010,.., Oo. Puis on applique le a). 


LEMME 2.19: 


Si A est un ensemble non vide, B est un ensemble non vide et f est élément de F(A,B), alors 
pour tout b élément de B, il existe un et un seul f'(b) tel que f'(b) ={x tel que « x est élément de A et 
fx)=b »} . 

Comme on a défini im(f,a) on peut de la même façon identifier f'(b) avec ant(fb), ant étant 
une fonction-concept. 


Preuve : 

Soit f définie par « f est telle que f est une application », A, B définis par «(A,B) est tel que 
«A est l’ensemble de départ de f et B est l’ensemble d’arrivée de f» et b le concept associé à la 
définition de paramètre fixe B :« o est élément de B ». 
f et b sont des concepts non-flous d’après l’ Axiome 2.5A et le Lemme 2.17. 


On considère alors la définition de paramètres fixes f ,b: 
D(0,b,f) : « Si (A:,B;) est tel que « A, est l’ensemble de départ de f et B, est l’ensemble d’arrivée de 
f», alors ((A:1,B:),(0,b)) est élément de f » 
Il est évident que D(0,b.f) est basique et qu’elle est non-floue d’après l’ Axiome 2.5A.Donc il existe 
d’après l’Axiome 2.14e) un ensemble non-flou ant(f,b) dont les éléments correspondent à D(0,b,f),et 
qui est défini uniquement en fonction de f et b. 
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On a aussi le Lemme : 
LEMME 2.20 : 


Si A est un ensembe non vide, B est tel que B est élément de P(A) , alors il existe un un et un 
seul fcarg),a Symbole particulier associé à la définition D{{o,A,B) : «o est élément de F(A, {6,{6}}) et 
pour tout a élément de A, «« a est élément de B est équivalent à o(a)={0} » et «a n’est pas élément 
de B est équivalent à o(a)=0 » ». 

On dira alors que fcarç).A est la fonction caractéristique de B dans A. 

Le lemme précédent entraîne qu’on peut définir une fonction concept notée « fonction 
caractéristique » défini sur le concept général pouvant représenter tous les (A,B), avec A est tel que A 
est un ensemble non-vide et B est tel que B est inclus dans A. 

On a alors « fonction caractéristique(A,B) » est identique à fcars),a- 


Preuve : 


On suppose donc que A ne peut représenter l’ensemble vide. 
Le cas où B est égal à l’ensemble vide est évident, on supposera donc que B est différent de 
l’ensemble vide. 
Nous représenterons l’ensemble vide par o ou par le symbole 0 et {o} par le symbole 1. 
o est un concept non-flou représentant un unique objet mathématique et donc {o} est un concept non- 
flou représentant un unique objet d’après l’Axiome 2.14a). {o,{o}} représene donc un unique objet 
d’après l’Axiome 2.14. 
A étant un ensemble non-vide et B étant le concept particulier non-flou associé à « o est élément de 
P(A) et o est différent de l’ensemble vide», d’après l’Axiome 2.5 B est un concept particulier non- 
flou. 


On définit alors le concept non-flou a par « a est élément de A ». 
On considère alors le symbole fg(a),associé a définition non-floue de paramètres fixes a,B : 
D;:(0,a,B) : « Si a est élément de B o alors est identique à {6} et si a n’est pas élément de B alors o 
est identique à o ». 

Il est évident que fg(a) est défini uniquement en fonction de a et B. D’après l’ Axiome 2.18, on 
peut alors définir fcars),a par la proposition mathématique simple: 
« FCarçm), Est élément de F(A,B) et pour tout a tel que a est élément de A Dim(fca(),a,8,B) ». 

D’après l’Axiome 2.18 fcars),a est un concept non-flou défini uniquement en fonction de A et 
B ce qui démontre le Lemme. 


On obtient facilement la réciproque du Lemme précédent : 
LEMME 2.21 : 


Si A est un ensemble non vide et f est élément de F(A,{0,1}) , alors « il existe un et un seul B 
tel que B=f'(1) ». 


3.CONCEPTS BASIQUES FONDAMENTAUX 

En utilisant les chapitres précédents, on peut alors montrer théoriquement qu’on peut identifier 
les concepts mathématiques classiques à des concepts non-flous existants dans l’EMP ,c'est-à-dire que 
les concepts mathématiques classiques existent au sens de la TMP. 
PROPOSITION 3.1 : 

Il existe un concept général non-flou qu’on peut identifier à N. 


Preuve : 
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On considère la définition récursive Platoniste D\(6) (notée Dy) définie par : 

-o (l’ensemble vide), est le premier terme de la définition récursive Dyn 

-La propriété récursive est Dip(o) : « o est un ensemble ». 

-La clause de récursion de Dy est Dxc(0,01) : «s(o) est identique à e(0:1)U {0} », « e » étant la fonction- 
concept définie en 2.16. 

On définit q par : q est le symbole particulier non-flou associé à Dyp(0). q est évidemment un 
concept particulier non-flou. On définit alors sx(q) par : sn(q) est tel que Dxc(sx(q),q) : « sn(q) est 
identique à e(q)U {0} », e(q) étant le concept non flou défini uniquement en fonction de q au Lemme 
2.16. e(o)=0 et si q est différent de o, e(q)={a tel que il existe x tel que x est élément de q et a={x}}. 

Il est évident que s\(q) est défini uniquement en fonction de q, puisque d’après le Lemme 2.16 
e(q) est défini uniquement en fonction de q. De plus s\(q) est un ensemble et donc il a la propriété 
récursive. 

Donc Dy est bien une définition récursive Platoniste. 


D’après l’ Axiome 2.14b), il existe un ensemble noté A(6), défini uniquement en fonction de © 
et donc unique , et dont les éléments sont les termes de la définition récursive, c'est-à-dire :o, 
{6},{0,{0}}, {6,{6},{{o}}},..., qu’on identifiera à 0,1,2,3....On identifiera donc A(6) à un concept 
général non-flou représenté par N , et de même 0,2,3.. à des concepts généraux non-flous. 

On identifiera sx avec une fonction-concept de concept de départ « un élément de N ». 

On admet comme un axiome évident (Axiome de récursivité) l’ Axiome suivant : 


AXIOME 3.1A : (Axiome de récursivité) : 


Soit Dr(to) une définition Platoniste récursive. to st donc le 1°” terme de Dr. 
Soit P(o) une définition mathématique simple. 
Alors si P(t) est vraie et de plus si qpr étant un terme de De on a P(qpr) entraîne P(s(qpr)), alors 


P(qpr) est vraie pour tout terme qpr de la définition récursive. 


On aurait pu considérer une définition récursive Platoniste plus simple comme celle définie 
par s(q)=qU {q} (qui donne la séquence de von Neumann). Les résultats obtenus pour Dy se 
généralisent à cette nouvelle définition récursive. Cependant, les 2 définitions récursives ne définissent 
pas le même ensemble N. 


DEFINITION 3.1Ba : (Définition récursive ordonnée). 


Un cas particulier est le cas où on a une définition récursive Platoniste De(t) telle que : 
(it est un couple de premier terme 0. 
(Si q est le symbole particulier associé à Drr(q), q est un concept particulier non-flou ne pouvant 
représenter que des couples dont le premier terme est un naturel. 
(iii)Si s(q) est tel que Dkc(s(q),q) et j est tel que j est le premier terme de s(q) et i est tel que i est le 
premier terme de q, alors j=s\(i). 
On dira alors que DA(t) est une définition Platoniste récursive ordonnée. 

Une conséquence immédiate de l’Axiome 2.14b est la proposition para-mathématique, 
permettant d’obtenir des propositions mathématiques simples : 


PROPOSITION 3.1Bb : 


De(to) étant une définition Platoniste récursive ordonnée, avec les notations précédentes il 
existe A tel que : 
(A est un ensemble et pour tout a tel que a est élément de A a est un couple et si x est tel que x est le 
premier terme de a alors x est un naturel. 
(ii)Pour tout i tel que i est élément de N il existe un et un seul b tel que b est élément de A et i est le 
premier terme de b. 
(ïii)to est élément de A et pour tout j tel que j est élément de N, Dec(((sx(),A(sx())), G,A()) » ( 
(j,A()) étant identifié avec l’élément de A de premier terme j). 
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Il est évident que toute définition récursive Platoniste induit naturellement une définition 
récursive Platoniste ordonnée. 


On peut généraliser la proposition précédente avec les hypothèses suivantes : 

On suppose qu’on a une définition mathématique simple DPr1(0,0:...,0,) (dite définition du 
premier terme de De), et une définition mathématique simple Drc(0,01,0’1,..,0”.) (dite clause de 
récursion de DR) et une définition mathématique simple Drr(0,0°”1,..,0°”,) (dite propriété récursive de 
Dr), avec certains O; peuvent être identiques à certains O’; et tous les O?”, sont parmi les O; et les O’;. 
On suppose de plus : 

(Si t est le symbole particulier associé à Dpr1(0,01,..,0,) to est un concept particulier non-flou défini 
uniquement en fonction de O4,..,O, et tọ ne peut représenter que des couples dont le premier terme est 0 
et Drr(to,0””1,..,0°”,) (identifié avec une proposition mathématique simple) est vraie. 

(ii)Si q est le symbole particulier associé à Drp(0,0°7”;,..,0?”,), q est un concept particulier non-flou et 
q ne peut représenter que des couples dont le premier terme est un naturel. 

Gii)Si s(q) est le symbole particulier associé à Drc(0,q,0”1,..,0”.), s(q) est un concept particulier défini 
uniquement en fonction de q, O’1...,0”. et Drp(s(q), O” 1,..,0”p) est vraie et si 1 est le premier terme de 
q et si j est le premier terme de s(q) alors j=s\(i). 

On dira alors que DR est une définition récursive Platoniste ordonnée paramétrée. On 
obtiendra alors la proposition, généralisant celle obtenue pour les définitions récursives ordonnées non 
pramétrées et permettant d’obtenir des propositions mathématiques simples vraies du type 
P(O:...,0,,0”1,..,0°.) : 


PROPOSITION 3.1Bc : 


DR étant une définition récursive Platoniste ordonnée paramétrée, avec les notations 
précédentes, il existe un et un seul A (noté aussi A(O:,..,0,,0”:,..,0”)), défini uniquement en fonction 
de O:,..,0,,0”1,.,0”,, tel que : 

(A est un ensemble et pour tout a tel que a est élément de A, « a est un couple et si x est tel que x est 
le premier terme de a, x est un naturel ». 

(ii)Pour tout i tel que i est élément de N, il existe un et un seul b tel que « b est élément de A et i est le 
premier terme de b ». 

(ii)Si tọ est le concept particulier associé à  Dpr1(0,01,..,0,), alors tọ (noté aussi t(0:,..,0,)) est 
élément de A et pour tout j tel que j est élément de N, Dec((s\(),A(sx()),(G,A()),0”1,..,07c) ». 
(Identifiant (j,A(j)) avec l’élément de A de premier terme j). 

On écrira : « A est tel que « A est une séquence indexée sur N et Dprie(A(0),O1,..,0) et pour 
tout j élément de N,DrceA(S\()),A(),0” 15.00) » ». 

(Avec Drceg(A(s\(j)),A(G),0”:...,0”.) est équivalent avec Dec((sx(),A(s\()),0,A(G)),0"1..,0”.), et de 
même pour Dprieq(A(0),O1,..,0r)). 

On peut démontrer la proposition précédente en considérant les concepts généraux non-flous 
Oics..,0:6,0’16,.,0”.6 pouvant être identifiés respectivement et simultanément à des concepts généraux 
non-flous O:66,..,Or06, O’106,.,0 06 , avec par convention Oùc (resp O’;) concept général non-flou 
pouvant représenter uniquement Oj (resp O’jo), si on a (O10,..,O,00°10-0°c0) appartient à 
(0:,..,0,,0”1,.,0°.)sans paramètres fixes. On dira que les Oig sont des concepts généraux flottants car 
ils peuvent être identifiés avec plusieurs concepts généraux non-flous. Une définition ou une 
proposition mathématique simple pourra utiliser des concepts généraux flottants comme des concepts 
généraux non-flous pouvant représenter un unique objet mathématique ordinaires. On dira alors 
qu’elle est une proposition ou une définition mathématique simple flottante. Si elle n’en utilise pas on 
dira qu’elle est une définition ou une proposition mathématique simple non-flottante. Jusqu’ici on a 
considéré seulement des définitions ou propositions mathématiques simples non-flottantes et les 
résultats qu’on a obtenus étaient valables seulement pour celles-ci. Si une proposition ou une 
définition mathématique simple flottante utilise les concepts généraux flottants n:6,.,nKc, par 
définition elle sera vraie si elle est vraie en remplaçant n16,.,nxc par n’importe quels concepts généraux 
M10G,.,0k06 avec lesquels nig,- „Ngga peuvent être identifiés simultanément. (voir 3.4 et 3.10). On rappelle 
qu’on a défini une définition non-floue générale D(o) comme une expression telle que pout tout objet 
mathématique Oo D(O) est vraie ou (exclusif) n’est pas vraie. On dira que D(o) est une définition non- 
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floue au sens strict (et de même pour une définition non-floue du type D(0,0:,.,0,)). Remplaçant 
D1G;.,0kG Par Niog- Nkog, On obtient une définition mathématique simple non-flottante pour laquelle on 
peut utiliser les propriétés qu’on a établies pour ces dernières, et en particulier qui est donc une 
définition non-floue au sens stict. Cependant, une définition mathématique simple flottante n’est pas 
une définition non-floue au sens strict. On dira qu’elle est une définition non-floue au sens large. On 
utilisera des définitions mathématiques simples flottantes seulement dans des cas exceptionnels. 

On pourra définir un symbole O en utilisant des concepts généraux non-flous flottants 
NıG,-- Nka tels que pour tous O10,..,Oxo tels que n16,..,n16 sont identifiés simultanément avec O,06,.,0106; 
O est un concept particulier non-flou. On dira que O est un concept particulier non-flou paramétré de 
paramètres n1a...,nka et on l’écrira sous la forme O;ic.. nc 

On appellera les 2 propositions fondamentales précédentes 3.1Bb et 3.1Bc Propositions des 
ensembles récursifs ordonnés. Ces Propositions sont fondamentales car elles permettent d’éviter 
l’utilisation explicite des définitions récursives Platonistes et aussi de repérer tous les termes d’une 
définition Platoniste récursive à l’aide des naturels. 

On pourra cependant en général éviter l’utilisation des Propositions des ensembles récursifs 
ordonnés en utilisant directement des concepts généraux flottants. 


DEFINITION 3.24 : 


a)Une bijection est le concept général non-flou associé à la définition mathématique simple générale 
D;ÿ(o) : « o est une application et si (A,B) est tel que « A est un ensemble et B est un ensemble et o est 
élément de F(A,B) » , alors pour tout x élément de B, il existe un et un seul y tel que « y est élément 
de A et o(y)=x » ». 


b)Un ensemble fini est le concept général non-flou associé à la définition mathématique simple 
Der(0) : «o est identique à l’ensemble vide ou «o est un ensemble et il existe (n,b) tel que «n est 
élément de N et b est une bijection et b est élément de F(o,n) » » ». 


c)Card est une fonction-concept dont le concept de départ est le concept général non-flou «un 
ensemble fini » et tel que pour tout x tel que x est un ensemble fini, Card(x) est le concept particulier 
non-flou associé à la définition Dcaa(0,x): « «Si x est identique à l’ensemble vide alors o est 
identique à l’ensemble vide » et « si x est différent de l’ensemble vide alors « o est élement de N et il 
existe b tel que « b est une bijection et b est élément de F(0,x) » » ». 

(On pourrait modifier la définition précédente en prenant comme concept de départ de « Card » le 
concept général « un ensemble », en a admettant que si A est défini par « A est tel que « A est un 
ensemble et A n’est pas un ensemble fini » », alors Card(A)-(Q,0)). 


REMARQUE 3.2B : 


a)On remarque que les termes de la définition récursive Dy vérifient les Axiomes de Peano, 
c'est-à-dire, remplaçant « nombre » par « terme (de la suite récursive Dy définie précédemment)» : 


A,91)Il existe un premier terme : o 

A;p2)Chaque terme de la suite q a un unique successeur immédiat s(q). 

Axp3)6 n’est le successeur immédiat d’aucun terme (Puisque sinon il contiendrait o et serait donc 
non-vide.) 

Axp4)Si qı et qz sont 2 termes de la suite ayant le même successeur immédiat q; alors qı est identique à 
q2 (Ceci se montre facilement). 

A;P5)Toute propriété Q(q) appartenant à o et au successeur immédiat de tout terme ayant cette 
propriété appartient à tous les termes. (Ceci est évident car Q(o) entraîne Q(s(6))....qui entraîne de 
proche en proche Q(n), n terme quelconque de la suite ). 


On remarque que A,,5 n’est qu’une forme de l’ Axiome de récursivité. 
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b)Puisque les Axiomes de Peano sont des propositions vraies de la TMP concernant les 
naturels tels qu’on les a définis dans la TMP, on obtient que tous les théorèmes classiques concernant 
les naturels sont aussi vraies dans la TMP. En effet, d’après l’Axiome 2.2.E, les propositions qu’on 
peut déduire des propositions vraies de la TMP (et donc les théorèmes déduits des Axiomes de Peano) 
sont vraies. 


DEFINITION 3.2C : 


a)O;.. On) étant des symboles particuliers non-flous pré-définis, {Os1).,Osm)} pourra d’après les 
règles syntaxiques de convention être identifié avec B,,, défini par la proposition Q(O,.,0s(n)) : 
€ Bsm est tel que « Si Bs est tel que BaF {Os}, Bso est tel que B.c,=B:a)UO,o,et..et Bn-1est tel que 
Bsm-1)Bs-2U {Osa-1)} alors Bin Bs(n-1)U {Osm} » ». Cette proposition est obtenue par {O,,.,Ostn)}= 
{Os} U,.,U {On} et P Axiome 2.14. 

On a vu dans l’Axiome 2.14 que U pouvait être identifié avec une fonction-concept. Il en 
résulte que Q(Osa),--Osm)) est une proposition mathématique simple. 

De plus, supposant Oj..., Osmo représentés simultanément par Ou... Os), utilisant l Axiome 
2.14, une récurrence immédiate sur les signes distinctifs montre que dans Q(O«1,0,.,Osmo), pour s(1) 
dans {s(1),.,s(n)}, Bi peut représenter un et un seul ensemble (noté {O,.,Osip}). Et donc les O) 
étant des concepts particuliers non-flous, Bju={Osu.Osm} est un concept particulier non-flou défini 
uniquement en fonction de Os1)-.,Osm) Os pourra aussi être un concept général non-flou pouvant 
représenter un unique objet. 

On pourra plus généralement utiliser l’expression  {Oiu,.,Osm}, défini par 
Q(Osu,.,Osm), dans une définition ou une proposition mathématique simple en un emplacement où 
une définition auxiliaire peut utiliser Os. Osm) symboles particuliers non-flous pré-définis ou du type 
Ori. 


b)Une séquence finie sera le concept général non-flou associé à la définition mathématique simple 
générale Dsr(0) : «o est un couple ou «o est un ensemble fini non vide et pour tout i tel que i est 
élément de o, i est un couple et « si n est tel que Card(o)=n alors « Non( « n=0 ou n=1 ou n=2 » ) » et 
pour tout j tel que j est élément de {1,..,n} il existe un et un seul x tel que « x est élément de o et j est 
le premier terme de x » » ». 

(n étant un concept particulier non-flou pouvant représenter seulemement des naturels non nuls, on 
identifiera d’après les règles syntaxiques de convention {1,..,n} avec le concept particulier non-flou 
associé à D(o;,n) : « On={k tel que «k est élément de N et 1 est inclus dans k et k est inclus dans 
n »)». 


c)On peut aisément définir la relation non-floue d’ordre de multiplicité 2 «a comme nombre de 
termes» qui peut exister entre un couple (s,n), s séquence finie et n un naturel. (D;{s,n) : « s est un 
couple et n=2 » ou « s est une séquence finie et Card(s)=n ») (On écrira aussi « s est une séquence à n 
termes »). 


d)On a déjà défini la relation non-floue « est le premier (ou le deuxième) terme de » pouvant exister 
entre un objet mathématique non-relationnel et différent de EMP et un couple. Il est évident qu’on 
peut généraliser ceci en admettant que la relation non-floue précédente peut exister entre un objet 
mathématique non-relationnel et différent de EMP t et un naturel i et une séquence finie s ayant au 
moins 3 termes. (D(t,i,s) : « s est une séquence fini et « 3 est inclus dans s » et « (i,t) est élément de 
s » ».) (On écrira « t est le ième ( premier) terme de s »). 


PROPOSITION 3 : 
Il existe des concepts généraux non-flous, qu’on peut identifier à Z et Q. 
Preuve : 
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On a montré l’existence d’un concept général non-flou représentant un unique objet 
mathématique identifié à N. 
D’après l’Axiome 2.14c), Nx{1} représente un unique objet mathématique, qui est un ensemble 
(représenté par le concept général Z'), de même que N*x {0} (représenté par le concept général Z*°) où 
N*=N/{0} (On rappelle qu’on a identifié 1 et 0 à des concepts généraux représentant chacun un unique 
objet mathématique). 

Et donc d’après l’Axiome 2.14, Nx{1}UN*x{0} représente un unique objet qu’on 
représentera par le concept général Z. 
Z*X(Z/{0,1}) représente un unique objet mathématique d’après l’ Axiome 2.14. 

On peut définir le concept général non-flou Co représentant une unique application de Zx(Z 
/{0,1}) dans P(ZX(Z /{0,1})) tel que pour tout élément (a,b) de Zx(Z /{0,1}) Co((a,b))={(a°,b’) tel 
que (a”,b”) est élément de Zx(Z /{0,1}) et a’*/b=ax,b’}. (Comme on le verra dans la section suivante 
Xz est un concept général non-flou, défini très aisément en utilisant la multiplication dans N XX, et 
représentant une unique fonction identifiée à la multiplication dans Z). 

D’après l’Axiome 2.14e), Ca((a,b)) représente alors un ensemble défini uniquement en 
fonction de (a,b). 

On définit alors Q comme le concept général non-flou pouvant représenter seulement Im(Co). 
(On peut identifier « Im » avec une fonction-concept). 


PROPOSITION 3.4 : 


a)L’addition et la multiplication dans N,Q,Z peuvent être identifiés à des objets mathématiques 
représentés par des concepts généraux (+y ,+z ,+o €t Xn, Xz, XQ). 


b)De même on identifie « la valeur absolue dans Q de » et « l’opposé dans Q de » (notée | | Q) à des 
concepts généraux non-flous représentant chacun un unique objet (Le premier étant une application de 
Q dans Q, le second une application de Q dans Q) et la soustraction dans Z et Q, notées 
repectivement -7,et -Q à des concepts généraux non-flous représentant chacune une unique application. 


c) On identifie aussi les relations d’ordres <r,>r,<r.>r, avec E l’ensemble N, Q,ou Z à des relations 
non-floues ayant la même signification que dans les mathématiques classiques. 


Bien sûr on omettra les suffixes N,Z,Q lorsque le sens est évident d’après le contexte. 
Preuve : 
a) NXN représente un ensemble existant d’après l’ Axiome 2.14. 


On peut définir ng et po concepts généraux non-flous flottants (voir 3.1Bc) tel que (nc,Pc) peut 
être identifié à (noc.Poc) si et seulement si (no,po) est élément de N°. (nc,pa) pourra donc être identifié 
avec (1,3), (20,13)... On rappelle (voir 3.1Bc) que les symboles ng et pa sont des concepts généraux 
flottants car ils peuvent être identifiés avec plusieurs concepts généraux non-flous. 

On peut alors définir la définition récursive ordonnée D,6+ de premier terme (0,nc), de 
propriété récursive Drprn6+(0) : «o est un couple de naturel » et telle que s16:((1,j))= (sn(i),sn(j)). On 
définit Ag+ comme le concept général non-flou (flottant) représentant l’ensemble dont les éléments 
correspondent à la définition DA:6:(0) : «o est un terme de D,6+ ». On considère alors la définition 
mathématique simple générale D pc) (0) : « (pc,0) est élément de A6: ». On remarque que ne et pa 
étant identifiés avec des concepts généraux non-flous, il existe un et un seul objet mathématique 
correspondant à cette définition générale et que cet objet mathématique est élément de N. +y est alors 
un concept général non-flou pouvant représenter une unique fonction et défini par : 


-+y est élément de F(NXN,N). 


-Di6,p6) (FN (NG:PG)). 
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On a alors complètement défini +y. (En général et en particulier pour définir +n, on pourra éviter 
d'utiliser des concepts généraux flottants en utilisant directement la proposition 3.1Bc). On obtient 
facilement : sx(nc)=+\(nc,1) (noté ngtn1). 

Plus généralement, si : 

(i) AG et Bo sont des un concepts généraux non-flous flottants pouvant chacun être identifié avec un 
concept général représentant un unique ensemble non vide. 

(ii)aç concept général flottant pouvant être identifié avec un concept général non-flou pouvant 
représenter un unique élément de AG (et donc ag concept général flottant). 

(i)n1c...,nxc étant des concepts généraux flottants pré-définis et définis uniquement en fonction de ac 
(C'est-à-dire ag étant identifié avec aog, chaque nig peut être identifié avec un unique nc), 
DintG.nkec(o) est une définition non-floue paramétrée de paramètres n16,..,nxc, c'est-à-dire par 
définition que n16,..,nk6 pouvant étre identifiés avec les concepts généraux n106,..,1k0c; Dn10G..nkoc(0) 
est non-floue au sens strict (C'est-à-dire on le rappelle que pour tout objet mathématiqog ue Oo, 
Dhoc..nkos(Oo) est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie) et de plus est restreinte aux objets mathématique 
non-relationnels et différents de l’'EMP. 

Il est évident que n:6,.,nx6 étant définis uniquement en fonction de ac, on pourra toujours 
remplacer la définition paramétrée précédente D,16.nkc(0) par une définition paramétrée de paramètre 
ag notée D,c(0). 

(iv)Ac, Ba et ac étant respectivement identifiés avec les concept généraux non-flous A5c,B et aog, il 
existe un et un seul bọ tel que D,:10G..nkoc(bo) est vraie et de plus bo est élément de Bog. 


Alors on admettra qu’on peut définir un concept général flottant fo , défini uniquement en 
fonction de AG,BG par : 

-fo est élément de F(Ac,Bc). 

- Di, nka(fo(ac)). 


La proposition précédente a un caractère d'évidence et on pourrait l’admettre 
axiomatiquement. On peut cependant la prouver en introduisant l’ opérateur logique H tel que, si Xg est 
un concept général flottant, H(xG) est un symbole pouvant représenter tout objet mathématique xo tel 
que Xg peut être identifié avec xog. On montre que H(xG) est un concept général non-flou : 

On suppose qu’on a défini successivement les concepts généraux flottants n16,..,nxc, Nig étant 
défini par une expression du type : « nig est le concept général flottant associé à Do nit136,..nits6(Oi) », 
avec DiiGni()G..nistyc(oi) définition mathématique simple flottante utilisant les concepts généraux 
flottants niac». Nisaa parmi M6,.,hi16. On définit alors les symboles particuliers O:,.,04 par des 
définitions obtenues en remplaçant dans les définitions des nig «nig » par « O; » et «est le concept 
général flottant associé à» par «est le symbole particulier associé à». On obtient des définitions 
mathématiques simples non-flottantes et que les O; sont donc des concepts particuliers non-flous. De 
plus par définition, Oja)o,..„Ojœo étant des objets mathématiques quelconques, on définit « nja)... Njo) 
peuvent simultanément et respectivement être identifiés avec O;1,56...,Ojsoc » exactement de la même 
façon que «Oi,...,0; peuvent représenter simultanément O;1,...,0;0 ». Les 2 propositions sont donc 
équivalentes (au sens entraînement mutuel) et il en résulte que pour i parmi 1,..,k on peut identifier 
H(nic) avec O; sans paramètres fixes et donc H(n;c) est un concept général non-flou. 

Or on a établi l’assertion précédente avec les Dicni1)6,.nistyc(oi) définitions mathématiques 
simples flottantes utilisant les concepts généraux flottants n:1,6,..,hisiya. Dans le cas général, et 
notamment si on utilise ? Axiome de récursion comme pour définir +y, ces définitions ne sont pas des 
définitions mathématiques simples flottantes, mais sont des définitions non-floues paramétrées telles 
qu’on les a définies dans (iii). Il est évident qu’on pourra toujours identifier une définition 
mathématique simple flottante avec une définition non-floue paramétrée mais à priori la réciproque 
n’est pas vraie. On va cependant montrer que dans ce cas général, on peut se ramener au cas particulier 
qu’on a établi, et donc obtenir que dans le cas général, on a toujours H(nic) est un concept général non- 
flou. 

Pour cela, on montre par récurrence sur p la proposition P(p) : 

«116,..,hp6 étant des concepts généraux flottants définis successivement en étant associés à des 
définitions non-floues paramétrées ou des définitions générales non-floues (restreintes aux objets 
mathématiques non-relationnels et différents de EMP) Dnıc(0),.., DoGnpt6,.mp(sph6(0) (où Dspc(o)), 
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alors il existe R:,..,R, relations non-floues d’ordre de multiplicité s(1)+1,..,s(p}+1 telles que si 
16:16 sont des concepts généraux non-flous flottants respectivement associés aux définitions 
mathématiques simples flottantes R:(0),...,R,(0,n,116:..1p(spn6) (ou R,(0)), alors j(1),..,j(k) étant parmi 
1,..,p et Oio,.., Oxo étant des objets mathématiques non-relationnels et différents de EMP quelconques, 
les propositions &njc.,njxc peuvent être identifiés respectivement avec O:66,.,0jnoc> sont 
équivalentes, au sens entrainement mutuel, les nig étant définis par de la première façon (Avec les 
définitions non-floues paramétrées) ou de la 2°" façon (Avec des définitions mathématiques simples 
flottantes et les relations non-floues R:..,R,) » 

On remarque : 

(i)Le fait que 2 propositions P1 et P2 s’entraînent mutuellement signifie que leurs significations sont 
les mêmes et donc on admettra axiomatiquement qu’on a alors Non(P1) et Non(P2) s’entraînent 
mutuellement, et de même, si on a aussi Q1 et Q2 qui s’entraînent mutuellement « P1 ou(exclusif) 
Q1 » et « P2 ou(exclusif)Q2 » s’entraînent mutuellement. 

(ii)La conséquence du (i) et que si P(p) est vérifiée, utilisant le cas particulier qu’on a démontré on a 
en conservant les mêmes notations dans le cas général &niuc,..,njuc peuvent être identifiés 
ou(exclusif) ne peuvent pas être identifiés avec O:06,..,0x06 ». 

Il est évident que pour p=1, P(p) est vraie. Supposons P(p-1) est vraie. Si npo est àssocié à une 
définition du type D,c(o), P(p) est évident. Si n,cs est associé à une définition de type 
D6(0)6,.nptspy6(0), on définit la relation R, par : 

Si O56...,Ospro Sont des objets mathématiques non-relationnels et différents de l’'EMP, 
RO :0:..Ospyr10) est équivalent à « « Np(136:..-,Np(spyG peuvent être respectivement et simultanément 
identifiés avec O:66,.,Op106 Ÿ Et & si Np(1)G»---Npespa peuvent être identifiés avec O:66,..,Ospr106 alors 
D;56,0206...0(p)+10G6(O10) » ». 


On remarque que la proposition précédente est de la forme : &R,(O10,.., Osp)r10) est équivalent 
à « P et «si P alors Q » », avec: 


-P est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie. (A cause de l’hypothèse de récurrence). 

De plus on a : «Si P n’est pas vraie, alors « Q n’est pas vraie (exclusivement) » », car alors Q 
contient un terme qui n’est pas défini et donc on peut admettre axiomatiquement que Q n’est pas vraie 
(exclusivement). Et on a aussi, « Si P est vraie, alors « Q est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie », à 
cause de la définition d’une définition non-floue paramétrée. 

Or on admet axiomatiquement comme évident que si on a des propositions P1,P2,Q1,Q2 telles 
que P1 entraîne P2 et Q1 entraîne Q2, alors « P1 ou Q1 » entraîne « P2 ou Q2 ». 

Il en résulte que puisqu’on a « P1 ou Non(P1) », on obtient « Q est vraie ou(exclusif) n’est pas 
vraie ». 

Et donc R, est bien une relation non-floue. 

Il en résulte qu’on obtient immédiatement que si O:0...,0,0 sont des objets mathématiques non- 
relationnels et différents de l’'EMP, on obtient que les propositions «n:6,.,n,6 peuvent être identifiés 
simultanément avec O:06...,O,oc » Sont équivalentes, au sens entraînement mutuel, que les nig soient 
définis de la première ou la 2°"° méthode. Ceci entraîne la validité de H(p). 

Il est évident que H(p) entraîne qu’on a toujours H(nig) est un concept général non-flou, dans 
le cas général où les nig sont définis par des définitions non-floues paramétrées. 


On suppose qu’on a défini des concepts particuliers non-flous O,,..,0, , On étant le dernier 
qu’on a défini. On suppose qu'avant de définir O, on a défini les concepts généraux flottants 
06,096. Alors (O,)sans paramètre fixe dépendra des concepts généraux n:06...,noc avec lesquels on 
identifie n:6,.,np6. Mc,.hnpc étant identifiés avec n:06...,hp06, (On)sans paramètre fixe pourra 
représenter un unique concept général non-flou. C’est pourquoi on dira que c’est un concept général 
non-flou paramétré et on pourra le représenter par (On)niG, npasans paramètre fixe. 

Une définition mathématique simple flottante pourra contenir des concepts généraux non-flous 
paramétrés. Cependant, dans le cas particulier où on a démontré que Hnic) était un concept général 
non-flou, les nig étaient associés à des définitions mathématiques simples flottantes ne contenant pas 
de concepts généraux non-flous paramétrés. Mais une définition mathématique simple flottante 
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contenant des concepts généraux non-flous paramétrés pourra être identifiée de façon évidente avec 
une définition non-floue paramétrée. 

De même supposons qu’on a défini successivement les concepts généraux flottants n16,...,nkc. 
Xg étant un concept général non-flou flottant défini après nko, on pourra définir H(xG)n1c..nke tel que si 
Nig,- Nga Sont simultanément identifiés avec n106..,nx06 H(XG)n10G...nkoc est le concept général non-flou 
obtenu. H(xG}uc.nka est donc aussi un concept général non-flou paramétré. 


Pour démontrer la proposition initiale sur l’existence de fo, on commence par définir le 
concept général non-flou flou flottant bg associé à D:1G..nka(0). Puis on considère H(ac,bc)ac sc. 

On définit alors leconcept général non-flou flottant fg associé à la définition mathématique 
simple flottante DAcsc(o) : «o est élément de F(Ag,Bo) et « Si x est tel que x est élément de Ag, alors 
(x,o(x)) appartient à H(ac,bc)ac ga » ». 


De même on peut définir un concept général non-flou qu’on peut identifier avec la 
multiplication dans N et qu’on représentera par xy. et la puissance dans N. 


On peut aussi définir l’addition, la multiplication et la puissance dans N de la façon suivante 
qui est beaucoup plus simple : 

On a vu que « Card » était une fonction-concept. On peut donc utiliser « Card(A) » dans une 
définition non-floue. 

On définit alors facilement l’addition +y et la multiplication xn dans N par, n et p étant 2 
éléments quelconques de N : 
n +y p (identifié avec +\((n,p)})}-Card (nU(p*{1})) et nxxp=Card(nxp). On définit la fonction 
“puissance,” de façon analogue, utilisant Card(F(p,n)). 


De même on définit la relation non-floue <y dans N, par : 
«np » est équivalent à « (n,p) est élément de N° et n est inclus dans p ». 
On généralise alors les définitions de <y,>n,2yn dans N. 
(On rappelle que pour définir une relation non-floue R d’ordre de multiplicité n>1, il suffit d’utiliser 
une proposition du type: «R est une relation non-floue d’ordre de multiplicité n et pour tous 
O:0::.:On0 objets mathématiques non-relationnels et différents de PEMP, « R(O:0,.., Oo) est vraie » est 
équivalent à « D((O:0,.., Ono)) est vraie », avec D((01,..,0n) définition générale non-floue)). 

On peut alors définir la fonction -y , (appelée soustraction dans N) d'ensemble de départ N°. 
n={(a,b) tel que (a,b) est élément de N° et b<a}, avec pour tout (a,b) dans N°, a-xb=Card(a/b). 


Utilisant l’existence de l’addition, de la soustraction et de la multiplication dans N, il est facile 
utilisant le Lemme 2.18 de définir successivement des concepts généraux non-flous qu’on peut 
identifier avec l’addition et la multiplication dans Z et Q et qu’on notera +z ,x7,+0, XQ- 

Par exemple +Q sera définie par : Si (p,q) et (r,s) sont des éléments de Zx(Z/{0,1}) : 

Ca(P,4)+aCQ((s)= Co (pXzs+z7XZS, q*zs)). 


b)On montre alors facilement le b) de la Proposition 3.4 : 


On identifie « opposé dans E de» et «la valeur absolue dans E de » avec des concepts 
généraux représentant des applications de E dans E de E dans E’, avec E l’ensemble Z ou Q . On 
définit aisément les ensembles Z* et Q*. Z* est identifié avec Nx{1}, et Q7 = {x / x est élément de Q 
et il existe y et il existe z tels que y est élément de Z” et z est élément de Z*° et x=Co(y,z)} 


Puis à l’aide du concept général « est l’opposé dans E de » (E l’ensemble Q ou Z), on définit 
les concepts généraux non-flous -Q et -7, qui sont la soustraction classique dans Q et Z. 


c)Utilisant Q* et Z', de même que -Q €t -z , on généralise facilement la définition des relations non- 
floue <£,>E,2E et pour E= Z ou ESQ . On justifie aisément que les objets mathématiques précédents 
sont des relations non-floues. 
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On peut facilement définir utilisant l’ Axiome 2.14 des ensembles Nz, Zo, No (avec Na est 
inclus dans Zgo) qui sont respectivement des sous-ensembles de Z,Q et Q et qui sont respectivement 
analogues à N,Z,et N. Par exemple 17=(1,1), 19=Co((1z,1z)). 


PROPOSITION 3.5 : 


a)Il existe un concept général non-flou, R, ayant les mêmes propriétés que l’ensemble des réels dans 
les mathématiques pré-Platonistes. 

b)On peut définir des concepts généraux +R, -r et Xr, identifiés avec l’addition, la soustraction et la 
multiplication classique dans R. 

c)Pour E=N,Z,Q,R et n naturel supérieur ou égal à 2, on peut définir E” et E`. 


Preuve : 


a)On a déjà montré l’existence de concepts généraux non-flous Q et N, ayant les mêmes 
propriétés que les ensembles Q et N dans les mathématiques pré-Platonistes. 

D’après la Proposition 2.17 il existe un concept général non-flou représentant un objet unique 
F(N,Q), dont on appellera chaque élément « une suite de rationnels »( «une suite de rationnels » est 
donc un concept général non-flou) . 


On considère alors la définition classique d’une suite de Cauchy : 

Dcaucny(0) : « 0 est un élément de F(N,Q) et pour tout e tel que e est un rationnel strictement positif, il 
existe N tel que «N est un naturel et pour tout i tel que i>NN et pour tout j tel que J>xN, |lo(i)- 
Q0()lQ<Qs » » (On a vu o(i) est l’image de i par o) . 

Dcauchy(0) est évidemment basique puisqu’elle contient que o est élément de F(N,Q) qui est un 
concept général non-flou représentant un ensemble. 

On va montrer maintenant que Dcawny(O) est une définition mathématique simple (notion 
définie dans la Définition 2.5), en donnant l’interprétation Platoniste de Dcaucny(0) (notion définie dans 
la Définition 2.5). Ceci entraînera d’après l’Axiome 2.5A que Dcawcny(O) est non-floue, ce qui 
entraînera l’existence de S défini comme étant l’ensemble des suites de Cauchy. 


On peut exprimer Déauchy(0) Sous la forme « o est élément de F(N,Q) et pour tout € symbole 
associé à la définition auxiliaire de niveau 0 Dauxe(0:) : « Os est élément de Q** » il existe N tel que N 
est le symbole particulier associé à la définition auxiliaire de niveau 0 Dauxn(0c,0,€): « Oc est élément de 
N et pour tout i symbole particulier (défini en fonction de o.) associé à la définition auxiliaire (de 
niveau 1) Dauxi(Oi ,0c) : « 0; est élément de N et o; >xo, » et et pour tout j symbole particulier (défini en 
fonction de o.) associé à la définition auxiliaire (de niveau 1) Da:5(0,,00) : « oj est élément de N et oj 
>x0 », [o(D-90 (lo <oe > 

(On rappelle qu’on peut identifier o(1) avec Im(o,1), Im étant une fonction-concept). 


Et donc dans Dcaucny(0) tout nouveau symbole est bien associé à une définition auxiliaire telle 
que définie dans la Définition 2.5. De plus il est évident que tout nouveau symbole de Dcaucny(0) ne 
peut représenter que des objets mathématiques non-relationnels et donc Dcaucny(O) est une définition 
mathématique simple et est donc non-floue. D’où l’existence de S. 


On remarque que d’après la signification du concept primitif « il existe », si pour un O et un € 
N(O.€) n’est pas un concept particulier non-flou, alors Dcauchy(Oo) n’est pas vraie. Mais si Oo est tel 
que pour tout £ appartenant à Q**, N(Oo,£) est un concept particulier non-flou, alors d’après la 
signification du concept primitif « Pour tout », Dcaueny(Oo) est vraie. 


Oo étant un objet mathématique tel que Dcaucny(O0) est vraie, € pourra représenter tout £o 
élément de Q”, et £ représentant £o, N pourra représenter tout No tel que Dauxn(No,Oo0,£0) est vraie. Et 
en accord avec la définition 2.5II1, le fait que Dcaucny(O0) est vraie est complètement déterminé par les 
objets pouvant être représentés par O9,£ et N. 
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De plus, si Doauchy(Oo) est vraie, dans Dcauchy(O0), £, N(O0,£), I(N) et j(N) sont nécessairement 
des concepts particuliers non-flous de façon évidente. 


On définit le concept général non-flou CR pouvant représenter une unique application de S 
dans P(S), telle que pour tout s élément de S, CR(s)={r tel que r est élément de S et pour tout € 
rationnel strictement positif, il existe un naturel N tel que pour tout i naturel supérieur à N |r(i)- 
QS())|Q ce } 

D’après l’ Axiome 2.14e) CR(s) est un ensemble défini uniquement en fonction de s. 

On identifie alors R avec Im(Cr). 


On peut utilisant l’Axiome 2.14 définir des sous-ensembles Nr,Zr,QR de R ayant les mêmes 
propriétés que N,Z,Q.Avec Npr inclus dans Zp inclus dans Qpr. 


On obtient par de déductions logiques relationnelles évidentes que la suite de F(N,Q) dont 
chaque terme est égal à 1 est une suite de Cauchy. Il en résulte que « une suite de Cauchy » est bien un 
concept général non-flou. 


b)En utilisant +0,-Q et xQ qu’on a défini plus haut, on définit immédiatement de façon classique +r,-r 
et Xp. 


c)Pour E=N,Z,QR, et n=2, on identifiera E? avec EXE. Pour n naturel supérieur ou égal à 3 on a 
justifié l’existence dans la Proposition 2.17A de F({1,...,n},E). On a vu qu’on avait F({1,..,n},E) était 
égal à {({1..,n},E)}*F({1,...,n},EË), avec F({1,..,n},E) est un unique ensemble défini en fonction de n 
et E. On identifiera E” avec cet ensemble. 
De même on identifiera E avec F,(N.E). 


Si a est élément de E” (ou de E), par définition, pour tout i dan {1,.,n} (ou dans N), on aura, 
remarquant (({1,..,n},E),a) est un élément de F({1,..,n},E), a(i)=(({1,.,n},E)a)(i) , (ou 
a()((N;E),a)). 

Si F est un ensemble inclus dans N, on peut généralise ce qui précède en définissant 
E'=F\(F.E). 

On peut généraliser ce qui précède pour F ensemble inclus dans N,Z,Q,R. 


On peut prendre une définition alternative d’une suite de rationnels ou d’une suite de Cauchy 
(et donc de R) en remplaçant dans leurs définitions F(N,Q) par Q~. 


PROPOSITION 3.6 : 


a)nG étant identifié avec un concept général non-flou pouvant représenter un unique naturel supérieur 
ou égal à 3 et Ou... Oo) étant des symboles particuliers non-flous, alors on peut d’après les règles 
syntaxiques de convention identifier (Os... Osma)) comme étant le symbole particulier non-flou défini 
par la proposition mathématique simple : 

PO. Os(nc)) : & (Osa). $ Osmo) est tel que (Osa) -Osa = {(L, 0), (06) } » 

b)Dans le cas où les Osa sont des concepts particuliers non-flous, alors (O,4,,...,Onc)) est un concept 
particulier non-flou défini uniquement en fonction de O,(,,...,Oma) On aura alors (O,(4,,.,Onc)) est 
une séquence finie à ng termes. 


Preuve : 
Ceci est une conséquence immédiate de la définition 3.2C. 


PROPOSITION 3.7 : 


a)Des concepts généraux non-flous pouvant être identifiés à des groupes, à des corps, à des 
espaces vectoriels de toute dimension, à des vecteurs existent. 
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b)On peut identifier C à un concept général non-flou, de même que l’addition, la soustraction 
et la multiplication dans C. 


Preuve : 


a) On a vu l’existence d’un concept général non-flou pouvant être identifié à Q, de même que 
des concepts généraux non-flous pouvant être identifiés à la multiplication et à l’addition dans Q, 
qu’on notera xg et +o. 

On peut obtenir très facilement, de la même façon qu’on a obtenu la définition Doaueny(0), à 
partir des définitions classiques des groupes commutatifs, des corps, des espaces vectoriels, des 
définitions générales mathématiques simples D&rc(o) , Dco(0) et D;y(0). D’après l’ Axiome 2.5A, on 
peut justifier que ces définitions sont non-floues en montrant successivement (Car Dgy(o) utilise « un 
corps » et «un groupe ») qu’« un groupe commutatif », «un corps » et «un espace vectoriel » sont 
des concepts généraux non-flous, respectivement associés aux définitions Dérc(0) , Dco(o) et Dgy(0). 

Chacune des 3 définitions a une interprétation Platoniste. Par exemple une interprétation 
Platoniste de Drv(o) sera la suivante (Les 2 autres étant plus simples mais s’obtiennent de la même 
façon. On suppose qu’on a déjà montré qu’ «un groupe commutatif » et «un corps » étaient des 
concepts généraux non-flous) : 

Dry(o) : «o est une séquence finie à 3 termes et si E est le symbole particulier associé à la 
définition auxiliaire de niveau 0 D,,,1(0:,0) : «o, est le premier terme de o», + est le symbole 
particulier (défini en fonction de o) associé à la définition auxiliaire de niveau 0 D,,::(02,0) : « 02 est le 
deuxième terme de o », .K£ est le symbole particulier (défini en fonction de o) associé à la définition 
auxiliaire de niveau 0 D,3(03,0) : «0, est le troisième terme de o» », alors (E,+) est un groupe 
commutatif et il existe T symbole particulier associé à (la définition auxilliaire de niveau 0) Daxr(or, 
E,+,.x E) ,avec : 

Daxt(Or,E,+,.Kk E): «Or est une séquence finie à 3 termes et si K (resp.+K, resp. xx) est le 
symbole particulier défini en fonction de or associé à la définition auxiliaire interne de niveau 1 
Dauxk(04,07) : « 04 est le premier terme de or» (resp.Dux:x(05,0r) : «05 est le 2ÈM terme de or », 
resp.Dauxxk (06,07) : « 06 est le 3%™ terme de or») », alors «(K,+K,XK) est un corps commutatif et KE 
est élément de F(KXE,E) » et pour tout a (resp.B) symbole particulier associé à la définition auxiliaire 
interne de niveau 1 Daux7(07,K) : « 07 est élément de K » (resp. Dauxs(08,K) : « Og est élément de K »), et 
pour tout x (resp.y) symbole défini en fonction de orassocié à la définition auxiliaire interne de niveau 
1 Duuxo(09,E) : « os est élément de E » (resp. Daux10(010,E) : « 010 est élément de E »), 


« lk.kex=x (lg élément neutre de (K,+K,;*k)) et  @xe(B.kex)-(aXkf).xkex et 
(atgp).k EX=A.k EX+tB.K EX et A.k EX FY)= A.k EXTOLREY D D. 


En accord avec la définition 2.5IIL Oo étant un objet mathématique non-relationnel et différent 
de PEMP, le fait que Dey(Oo) est vrai dépend seulement des objets pouvant être représentés par 
E,+,.kE et T. 

De plus, si Dev(Oo) est vrai, alors il est évident que E(O:),+(O),.kr(O0) sont des concepts 
particuliers non-flous (car Oọ est une séquence finie à 3 termes), de même que T(E,+,.x g) (sinon 
Dev(Oo) n’est pas vraie), K(T),+x(T),xx(T) (car T est une séquence finie à 3 termes), a(K), B(K) (Car 
K est non vide), et x(E), y(E) (car E est non-vide). 

(On aurait pu à la place de définir le symbole particulier T définir le symbole particulier 
(K,+Kk,*k) et aussi remplacer Drvy(o) par Dy(0r,0:r,0.kE). En général on emploie la proposition 
mathématique simple suivante, dans laquelle les symboles particuliers définis sont définis 
implicitement en fonction des définitions auxiliaires :Pgy: ««Ev est tel que Ev est un espace 
vectoriel » est équivalent à «« Ev est une séquence à 3 termes » et «si (E,+r,.Kkr) est tel que 
(E,+g,.K,E) est identique à Ev , alors DE(E,+r,.KE) .» ». 

« 

Montrons par exemple qu’il existe au moins un objet mathématique non-relationnel et 
différent de l’'EMP correspondant à Darc(o) et Dco(o) (Ce qui est nécessaire pour montrer qu’ «un 
groupe commutatif » et «un corps » sont des concepts généraux non-flous) : 
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P1 :a,b,c,d sont tels que a,b,c sont éléments de Q et d est élement de Q*. 
P2 :a+ob=b+oa 

P3 :a+o (bto c)=(a+Qb) +ça 

P4 :0o tQ a=a 
PS :Il existe a’ tel que a +Q a°=0 


P6 :axQb=bxQ a 

P7 :axo (b+o C)=a*o b+oa*o c 
P8 :(axXo b) Xo C=aXo (bXo €) 

P9 :1o*o aa 

P10 :Il existe d’ tel que d’xG d=lo 


P11 :Dorc((Q,+o)) est vraie. 
P12 :Dcol(Q, tQ, XQ)) est vraie. 


Dans les déductions logiques relationnelles précédentes, P1 définit les concepts particuliers 
non-flous, a,b,c,d. Puis P1,.,P10 peuvent être identifiées d’après l’Axiome 2.5 à des propositions 
mathématiques simples vraies de façon évidente. P11 et P12 sont alors des déduction logiques 
relationnelles évidente considérant Dor((Q.+0)) et Dco((Q.+0:*o)). 


On peut définir classiquement une fonction +93 de Q?xQ? dans Q? et une fonction .q,ọ3 de 
(QxQ°) dans Q° tel que Dev((Q°,+o3 ; -0,03)) soit vraie. 


(E,+r,.ke) étant un espace vectoriel, on dira qu’un élément de E est un vecteur de (E,+g,.K E). 
On trouve aisément une définition mathématique simple permettant de justifier qu’un vecteur peut être 
identifié à un concept général non-flou et qu’ « est un vecteur de l’espace de l’espace vectoriel » peut 
être identifiée avec une relation non-floue d’ordre de multiplicité 2 pouvant exister entre un vecteur et 
un espace vectoriel. 

Ce qui précède justifie qu’ «un groupe commutatif », « un corps », «un espace vectoriel » 
sont des concepts généraux non-flous de la TMP, ayant les mêmes propriétés que dans les 
mathématiques classiques. On peut de la même façon identifier l’ensemble des concepts des théories 
mathématiques classiques avec des concepts généraux non-flous de la TMP. 


b)On a vu qu’on pouvait définir dans la TMP des concepts généraux non-flous représentant 
l’addition et la multiplication dans R, notées +r , -r et Xr. On peut alors définir un concept général 
non-flou représentant l’addition dans R? notée +R. Dans la TMP on identifie C au concept général 
non-flou R° . On identifie l’addition dans C, notée + avec le concept général non-flou +R; défini 
précédemment. A l’aide des concepts généraux +r,-r et Xr, on identifie la multiplication dans C avec 
un concept général non-flou xc représentant un unique objet (application de CxC dans C). 

a et b étant deux élément de R, on pourra identifier ac avec l’élément de C (a,0), et ib avec 
l’élément de C (0,b). On identifiera donc ac+cib avec l’élément de C (a,b). 

D'après ce qui précède, un élément de R? pourra donc être considéré comme un vecteur, un 
nombre complexe ou comme on le verra plus loin un point du plan Euclidien. 


3.8 PLAN EUCLIDIEN 


On identifiera dans la TMP le plan Euclidien avec l’ensemble P= R? , on appellera alors 
«points du plan Euclidien» les éléments de R?, R° étant considéré comme le plan Euclidien. «une 
droite du plan Euclidien » sera identifié avec à un concept général non-flou représentant des sous- 
ensembles particuliers de P, (Défini par une définition mathématique simple utilisant +r et xr) et « est 
parallèle dans le plan Euclidien à » à une relation non-floue pouvant exister entre 2 droites du plan 
Euclidien. A,B étant 2 points du plan Euclidien, on identifiera le vecteur AB avec F,,((A.B)), F,, étant 
une fonction-concept telle que Dep(F,) peut représenter tous les couples de points du plan Euclidien, 
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et Fy((A,B)) est égal au vecteur de (R°,+R2;RR2) (XB-RXA,YB-RYA).De même, on identifiera le segment 
[A,B] avec Fscr((A,B)), Fscr étant une fonction-concept. 

Dans la TMP, la distance dans le plan Euclidien dpr sera identifiée avec un concept général 
non-flou pouvant représenter (classiquement) une unique fonction de P? dans R`. La norme 
vectorielle dans le plan Euclidien np; pourra aussi être identifiée avec un concept général non-flou 
pouvant représenter (classiquement) une unique fonction de R? dans R*. Dans la TMP, « Un cercle 
dans le Plan Euclidien », « un triangle dans le Plan Euclidien » seront identifiés avec des concepts 
généraux non-flous pouvant représenter certains sous-ensembles de P. Le produit scalaire dans le 
Plan Euclidien pourra aussi être identifié avec un concept général non-flou pouvant représenter 
(classiquement) une unique fonction de R°XR° dans R .Une distance, une norme pourront être 
identifiées avec des concepts généraux non-flous. A partir de leur définition classique, on trouve 
aisément les définitions mathématiques simples associées aux concepts généraux non-flous précédents. 
Les Axiomes d’Euclide, le Théorème de Thalès généralisé et sa réciproque, le Théorème de Pythagore 
apparaissent alors comme des théorèmes de la TMP, c'est-à-dire des déductions logiques relationnelles 
dans la TMP des définitions précédentes. Le produit scalaire dans le Plan Euclidien permettant de 
définir les concepts généraux non-flous «un triangle rectangle dans Plan Euclidien » et «un angle 
droit dans le Plan Euclidien »). On a donc montré qu’il existe dans la TMP des objets mathématiques 
vérifiant complètement les Axiomes d’Euclide. On pourra généraliser ceci en identifiant l’espace 
géométrique à 3 dimensions de même que les surfaces de la géométrie Riemannienne à des objets 
mathématiques de la TMP. 


3.9 FONCTIONS-CONCEPT RECURSIVES 


a)On peut définir une fonction-concept Fdite fonction-concept récursive, de la façon suivante : 

On suppose : 

-Qu’on a une définition mathématique simple générale (et donc non-floue) P;-(0) dite propriété 
récursive associée à F. 

-Que A; et A, étant les symboles particuliers associés à P,-(0) , A; et A: sont des concepts-particuliers 
non-flous. 

-Qu’on a une définition mathématique simple (et donc non-floue) D (0,A1,A2), dite définition 
récursive associée à F et telle que si A; est le symbole particulier non-flou associée à cette définition, 
A; est un concept particulier non-flou défini uniquement en fonction de A,A; et de plus que tout objet 
A3o pouvant être représenté par A; correspond à P(o). (Ce qui est équivalent P;-(A;) est vraie). 


Alors par définition, le concept de départ de F pourra représenter : 
-Tout couple (1,a10), avec aio correspond à P,r(0) . 
-Tout couple (n,(a10,..,an0)), avec n naturel strictement supérieur à 1 et a10,..,ano correspondent à P;r(0) . 

On aura alors avec les notations précédentes, par définition d’une fonction-concept récursive : 
F((1,a10))=a10. 
Et pour i supérieur ou égal à 1, F((i+1,(a10,.,ãi+10)) sera défini par récursivité par : 
D(F(G+1,(a10,.,ãi+10)), F((i,(a10,-,ãi0)),ai+10) 

On admet axiomatiquement comme évident qu’on a bien défini une fonction-concept. 

(On peut utiliser la fonction-concept Fc telle que Fe((i+1,(aio,-,ai+10))=(1,(a10-;ai0)), identifiant 
« (aio) » avec « aio », et la fonction-concept Fp telle que Fp((i,a10,.-,ãi0))=aio. F est alors formellement 
défini par : « Pour tout t tel que t est élément de Dep(F) et t(1)>1, Dr(F(t), F(Ft(t)),FD(t)). 


b)Par exemple, on pourra définir la fonction-concept récursive sommation multiple de réels Fşg en 
définissant la propriété récursive et la définition récursive associées : 

Pzr(0) : «o est élément de R » 

Dzr(FzrhitL1, (ai0,..,ãi+10)), F5, (a10,--,āi0)) „ai+10)) : 

Er, (aios--,ai+10))= FzrCi, (10.80) Frâi10 ». 


c)Dans certains cas il sera nécessaire d’introduire des concepts généraux flottants A1, Axa. Ce sera 
par exemple le cas si on veut définir une fonction-concept Fiomp, telle que b;,...,bn étant des bijections 
d’un ensemble Ag dans un ensemble AG, Féomp((b1;-,bn))=b10...ob. 
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On commencera par obtenir une fonction-concept récursive flottante Faig, akg. (C'est-à-dire 
que pour tous Ac... Axoa auxquels on peut identifier simultanément A:G,..,Axa, Faioc…axoc est une 
fonction-concept récursive). Puis on définira le concept particulier non-flou paramétré x41c..akc défini 
par : 

«XaıG,.„akG Est tel que Xaia, „aka appartient à Dep(Faic….axc). » 

On considère alors (Faic.akc(Xa1c.axc), (A1c,..., x, XA16,.Ak6 ))Sans paramètres fixes qui est un 
concept général non-flou paramétré noté Caic…akc- 

On définit alors la fonction-concept F en l’identifiant avec Caic, akg Sans paramètres flottants fixes. 
(Définis de façon analogue à O(O:,..,0%) sans paramètres fixes, O(O:...,04) concept particulier non- 
flou). 

On pourra utiliser cette méthode pour définir des compositions multiples de bijections dans un 
ensemble quelconque, mais aussi des sommations ou des multiplications multiples dans des anneaux 
ou corps quelconques. 


3.10 GROUPE RESOLUBLE-INTEGRALE DE RIEMANN. 


Un groupe resoluble sera defini comme une concept general non-flou associé à la definition 
mathématique simple générale DGr(0G) : « 06 est un groupe et il existe (G,n) tel que D1(G,n,06) : « n 
est un élément de N* et G est une séquence finie sur {0,.,n} et «si i est tel que i est élément de 
{0,..,n} alors G(i) est un groupe » et G(0)=og et G(n)=eg(0g) et « si h est tel que h est élément de 
{0,.,n-1} alors « G(h+1) est un sous-groupe distingué de G(h) et G(h}/G(h+1) est un groupe 
commutatif » » » ». 


Dans la définition précédente on identifie ec(oc) avec F(o0c), Fen fonction-concept de concept 
de départ «un groupe» et d’après les règles syntaxiques de convention G(h}/G(h+1) avec 
Feo(G(h),G(h+1)), Fago fonction-concept. On identifie aussi {0,.,n} et {0,.,n-1} avec F(0,n) et 
F0,n-1), F;sfonction-concept. 

D’après les règles syntaxiques de convention, G étant une séquence finie indexée sur un ensemble, on 
identifie G(h) avec im.(G,h), im, étant une fonction-concept. 
On définit aussi aisément la relation non-floue « est un sous-groupe distingué de ». 


On pourra identifier « l’intégrale de Riemann » avec une fonction-concept notée Fri, dont le 
concept de départ pourra représenter toutes les séquences (a,b,f) avec a et b réels, a<b et f application 
Riemann intégrable de [a,b] dans R. 

D’après les règles syntaxiques de convention, a, b étant des réels avec a<b et f une fonction de 
[a,b] dans R, on identifiera « f4? f(x)dx » avec Finr:(a,b,f). 


3.11. FONCTION-CONCEPT ASSOCIEE A UN CONCEPT PARTICULIER NON-FLOU 
PARAMETRE. 


Supposons qu’on ai défini un concept particulier non-flou O associé à une définition non-floue 
D(0,0:,..,0,) avec O défini uniquement en fonction de O,,..,0,. D’après les règles syntaxiques de 
convention, O aura la même signification que O(O1,..,On) défini comme étant le symbole particulier 
non-flou associé à D(0,0:,..,0,). De plus, d’après les règles syntaxiques de convention si on a défini 
ainsi O(O;,..,0,), alors on pourra définir la fonction-concept Fo de concept de départ (0:,..,0,)sans 
paramètre fixes et telle que si (x:0,.,Xno) appartient à Dep(Fo), Fo(Xi0o>-Xno) soit défini par 
D(Fo(X10,-.,Xn0);X10;--Xn0). 

De plus d’après les règles syntaxiques de convention, X1,..,Xn étant des symboles particuliers 
non-flous pré-définis, O(x1,..,x,) aura alors la même signification que Fo(x1,..,Xn). 


3.12. PREUVE PAR RECURRENCE PARAMETREE 


On suppose qu’on a des concepts particuliers non-flous O:,.,0,4 et qu’on définisse les concepts 
généraux flottants O:6,.,0x6 par (O1c,.., Oka) appartient à (O1,..,04) sans paramètres fixes. 
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Si on a alors une proposition mathématique simple générale P(O:6,..,Oxc,nc), avec O:6,..,nc 
concepts généraux flottants avec ng peut être identifié avec tout nog, no naturel quelconque et qu’on a 
montré P(O:6,..,0xG,0) est vraie de même que , n étant défini par « n est tel que n est élément de N », 
« Si P(Oic..,n), alors P(O:G...,s\(n) », alors P(O1G,.. Okana) est vraie (preuve par récurrence). Il en 
résulte qu’on a la même propriété remplaçant O:6,..nc par des concepts particuliers non-flous 
O:,..O,,n. (preuve par récurrence paramétrée). 


4. CONCLUSION 


Nous avons dans cet article exposé les bases d’une Théorie Mathématique Platoniste (TMP). 
On a vu en Introduction que le concept primitif « existe », dans la proposition « Oọ existe dans 
PEMP », avait une première signification intuitive qui était celle qu’elles ont dans les théories 
mathématiques classiques, et une seconde signification dans la TMP qui signifiait existe dans une 
réalité abstraite, de la même façon que les cercles et les droites existent dans le plan Euclidien dans la 
théorie philosophique du Platonisme. 

On a donné les méthodes permettant de justifier théoriquement que les concepts 
mathématiques classiques peuvent être identifiés à des objets mathématiques existant dans l’Espace 
Mathématique Platoniste. On a donc justifié théoriquement l’existence Platoniste de ces concepts 
mathématiques classiques. Il est remarquable qu’on obtient l’existence de ces concepts mathématiques 
classiques à partir de l’ensemble vide. La TMP des ensembles apparaît consistante en résolvant les 
Paradoxes de Cantor et de Russel grâce à l’Axiome 2.14e). On a introduit le concept fondamental de 
définition non-floue, et admis 1l’ Axiome 2.5A permettant de justifier qu’une définition est non-floue. 

Nous verrons dans un second article que la TMP donne une interprétation théorique Platoniste 
à l’ensemble des mathématiques classiques. Pour cela on établira une Logique Platonicienne des 
propositions de la TMP. La TMP est complètement nouvelle puisque bien qu’il existe beaucoup de 
théories philosophiques sur le Platonisme (voir les Références) et que la plupart des mathématiciens 
ont l’idée d’une signification Platoniste des mathématiques, une Théorie mathématique Platoniste et 
consistante s’appliquant à l’ensemble des mathématiques n’a jamais été proposée. 
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Article: LOGIQUE PLATONICIENNE DES PROPOSITIONS 

Auteur:Thierry DELORT 

Date : Aout 2020 

Extrait du livre : Théories d’or 10° édition, Editions Books on Demand, Paris (2020). 


Résumé : 

Dans un premier article ®, nous avons exposé les bases d’une Théorie Mathématique 
Platoniste (TMP), en montrant comment par cette théorie on pouvait obtenir l’existence au sens 
Platoniste des concepts mathématiques de base (N,Q,R, les espaces vectoriels...) 

Dans ce second article, on montre comment la TMP permet d’interpréter l’ensemble des 
théories mathématiques de façon Platoniste. Pour cela on expose une Théorie de Logique 
Platonicienne (TLP) qui est la partie logique de la TMP .On montre que la TLP donne des 
justifications théoriques à des Lemmes correspondant au Principe du Tiers-exclu et au Principe de 
Non-contradiction de la théorie classiquement admise de logique formelle, ainsi qu’à la consistance 
des théories mathématiques classiques. De plus on verra que la TLP donne une interprétation de 
Platoniste de l’ensemble des théories basées ou utilisant les mathématiques, notamment l’ensemble des 
théories physiques. 

Nous voyons donc dans ce second article que la TMP permet d’interpréter l’ensemble des 
théories mathématiques ou basées sur les mathématiques. 


Mots clés : Logique - Platonisme - Principe du Tiers-exclu - Principe de Non-contradiction. 


L.INTRODUCTION 
Dans un article précédent (”, on a exposé les bases d’une Théorie Mathématique Platoniste 
(TMP), de logique et des fondations des mathématiques. 

Dans cet article, nous montrons comment la TMP peut interpréter l’ensemble des théories 
mathématiques. Pour cela on expose une Théorie de Logique Platonicienne (TLP) qui est la partie 
logique de la TMP, en donnant une interprétation Platoniste à toutes les théories mathématiques 
classiques ainsi qu’aux propositions usuelles et aux démonstrations mathématiques. Nous verrons que 
cette interprétation est totalement nouvelle et qu’elle donne une justification théorique nouvelle à des 
lemmes de la TLP qui sont analogues aux Principe du Tiers-exclu et au Principe de Non-contradiction, 
ces derniers étant admis dans les théories classiques de logique basées sur le formalisme. Elle donne 
aussi une justification théorique à la consistance des théories mathématiques classiques. 


On rappelle l Axiome fondamental de la TMP : 


AXIOME 1.1: 


a) « a est un objet mathématique » est équivalent à «a existe dans l’ Espace mathématique 
Platonique (EMP) ». 


b)Si a est un objet mathématique alors a est un objet mathématique relationnel ou (exclusif) un objet 
mathématique non-relationnel ou (exclusif) un objet mathématique non-relationnel mixte. 


c)Il existe un et un seul objet mathématique non-relationnel a tel que a est l” Espace Mathématique 
Platonique. 


On rappelle que dans un premier article ® on a défini les symboles particuliers non-flous et 
les concepts particuliers et généraux non-flous. On a aussi défini l’ensemble des naturels N dans la 
TMP, ainsi que les séquences finies et aussi les relations non-floues d’ordre de multiplicité n (n naturel 
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quelconque) et les relations mixtes non-floues. On a vu que toute relation non-floue était une relation 
mixte non-floue mais que la réciproque n’était pas vraie et qu’ «une relation mixte non-floue » avait 
la même signification qu’ « un objet mathématique relationnel ». 


REMARQUE 1.2 : 
a)On a vu dans le 1” article 3 façons de définir un concept général non-flou : 


-La première possibilité est de la définir par des définitions axiomatiques partielles, qui sont en général 
équivalentes à des propositions mathématiques simples ce qui est presque seulement utilisé pour 
définir les concepts généraux des fondations des mathématiques (un ensemble, EMP, une relation 
floue, un couple...) 


-La 2% possibilité est de le définir en l’associant à une définition générale (c'est-à-dire n’utilisant pas 
de concepts particuliers pré-définis) non-floue D(o) (ou D(o1,..,0:)). On pourra donc utiliser la 
proposition : 


« «un C1 » est un concept général non-flou et « Si O est tel que O est un objet mathématique non- 
relationnel et différent de l’EMP, « O est un C; » est équivalent à « D(O) ». 
-Il existe une 3°" possibilité : 

O(O:...,0;) étant un concept particulier non-flou, on a défini dans le 1” article le symbole 
« O(O:,..,0h) sans paramètres fixes » et on a montré qu’il était un concept général non-flou. On pourra 
donc définir un concept général non-flou à partir de tout concept particulier non-flou. 


On remarque cependant qu’on ne peut définir complètement un concept général non-flou « un 
Cı » en utilisant seulement une proposition mathématique simple, puisque «un C, est un concept 
général non-flou » ne peut pas être utilisé par une proposition mathématique simple. 


b)Pour définir une relation non-floue R, on procède comme suit : 


On considère une définition générale non-floue D(0:,...,0:). On définit alors une relation non-floue R 
d’ordre de multiplicité n par la proposition : 


« R est une relation non-floue d’ordre de multiplicité n et pour tous O:,..,0, objets mathématiques non- 
relationnels et différents de 1 EMP, R(O:...,0,) est équivalent à D(O:,..,0:) ». 


On ne peut pas définir complètement une relation non-floue R par une proposition 
mathématique simple puisque «R est une relation non-floue » ne peut pas être utilsé par une 
proposition mathématique simple. 


2.THEORIE DE LOGIQUE PLATONICIENNE DES PROPOSITIONS 
THEOREME 2.1 : 


R; et R, étant des relations mixtes non-floues et Oio et O étant des objets mathématiques 
quelconques, on a chacune des 3 propositions « Non(R:(O:6)) », « Rı(O10) et R(O20) », « Rı(O10) ou 
R2(020) » est vraie ou (exclusif) n’est pas vraie. 


Preuve : 

Pour justifier le Théorème précédent on écrit les tables de vérité correspondant à chacune des 
3 propositions, analogues aux tables de vérité utilisées en logique formelle. On remarque que la 1°" 
table a 2 cases, et les 2 autres ont chacune 4 cases. Les cases représentent tous les cas possibles. Dans 
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chaque case on met Vex pour « vraie exclusivement » et Fex pour « n’est pas vraie exclusivement ». 
D’après la signification des concepts primitifs « Non », «et », « ou » ces tables sont analogues à celles 
en logique formelle, avec Vex ou Fex dans chaque case ce qui prouve le théorème. 


REMARQUE 2.2 : 


Une conséquence du Théorème précédent est que R:,..,Rx étant des relations non-floues 
d’ordre respectif m(1),..,m(k), utilisant ces relations et les concepts primitifs « et », « ou », « Non », on 
peut définir une multitude de relations. Mais celles-ci ne sont pas en général des relations non-floues 
mais des relations mixtes non-floues. Par exemple, R, étant une relation non-floue, si on définit R3 
par : R est un objet mathématique relationnel tel que pour tout objet mathématique O5, « « R:(06) » 
est vraie » est équivalent à « « Non(R:(0,)) » est vraie », R) n’est pas une relation non-floue car 
R:(0) est vraie pour Oo objet mathématique relationnel. Mais on a cependant R, est une relation mixte 
non-floue d’après le Théorème précédent. 

Cependant, si on obtient une relation mixte non-floue notée Rm en utilisant R.,.,Rk et les 
concepts primitifs «et », « ou », « Non », on peut obtenir une relation non-floue qui est la restriction 
de Rm aux objets mathématiques non-relationnels et différents de l’'EMP, notée Rmyr, telle que pour 
tout Oo objet mathématique, ««Rynr (O0) » est vraie» est équivalent à ««O, est un objet 
mathématique non-relationnel et différent de l’ EMP et Ra(Oo) » est vraie ». 

De même, n étant un naturel quelconque supérieur ou égal à 2, on peut obtenir la restriction de 
Rm aux séquences finies à n termes notée Raxrm) qui est une relation non-floue d’ordre de multiplicité 
n. 


DEFINITION 2.5 : 


R étant une relation d’ordre de multiplicité n (n>1), on pourra définir la base de R comme un 
concept général non-flou (c1,..,c1) représentant des séquences de n objets. Alors pour tous objets 
mathématiques O10,.,Ono R(O10,..On0) ne peut être vraie que si la séquence (0:0,..,0%) appartient à 
(C1,..,Cn). Si on ne précise pas la base de R, celle-ci sera le concept général non-flou « une séquence 
finie à n termes ». 


EXEMPLE 2.6 : 


On pourrait par exemple considérer que la relation non-floue « est élément de » aura comme 
base le concept général non-flou (c1,c2) associé à la définition générale non-floue D(01,02) : « 0; est un 
objet mathématique relationnel différent de 1’ EMP et o2 est un ensemble ». 


DEFINITION 2.7 : 


a)On appellera proposition élémentaire Platoniste stable de type relation une expression Pa du 
type :Pa :R(O:...,0,) telle que : 


(i) R est un concept relationnel général représentant une unique relation non-floue d’ordre de 

multiplicité n. 

(En général R est définie en utilisant des concepts généraux non-flous ou des concepts généraux 
relationnels représentant chacun une relation non-floue. R pourra partiellement définir ceux-ci.) 


()O:,...,0, sont des concepts particuliers non-flous définis avant P ou des concepts généraux non- 
flous représentant chacun un unique objet mathématique non-relationnel et différent de EMP 


(N.QR...). 


On remarque que Oio étant un objet mathématique non-relationnel et différent de l’EMP, on 
peut remplacer O; par Oio, en définissant le concept général non-flou C; pouvant représenter l’unique 
objet Oio, et en remplaçant O; par Ci. On identifie alors C; avec Oio. On peut aussi identifier Oio avec le 
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concept particuler non-flou prédéfini O; associé à la définition D(o) : « o appartient au concept général 
Ci ». 


b)Pa étant une proposition élémentaire Platoniste stable de type relation Pe :R(O:...,0,): 
On dira que « Pa est vraie » si : 


Pour toute séquence (O10,..,Ono) pouvant être représentée par (0:,..,0,), on a R(O:0,.., Oo) est 
vraie.(Ce qui entraîne (0:,.,0,) sans paramètres fixes est un concept général inclus dans la base 
(C1,..,Cn) de R). 


On dira que « Pa est fausse » si Pa n’est pas vraie. 


c)Si PA est une proposition élémentaire Platoniste stable de type relation, on dira que la négation de 
Pa, notée Non(Pa), est une proposition élémentaire Platoniste stable de type relation, avec « Non(Pa) 
vraie » est équivalent à « Pa fausse » et « Non(Pa) » fausse est équivalent à « Pa vraie ». 


D’après la définition précédente, si une proposition élémentaire Platoniste de type relation 
R(O:,..,0,) est vraie, elle est bien équivalente à des relations non-floues entre des objets 
mathématiques qui sont vraies, plus précisément à toutes les relations non-floues entre des objets 
mathématiques de la forme R(O:0,...,0%) qui sont vraies, O,..,0, pouvant représenter simultanément 
O0: O0: 


REMARQUE 2.8: 


Par exemple si on a une proposition élémentaire Platoniste stable de type relation 
Pa :R(O:,..,0:), où O; est un symbole non-flou associé à une définition générale non-floue D.(0) et ne 
peut représenter aucun objet mathématique, alors PA n’est pas une proposition élémentaire Platoniste 
stable de type relation. On ne dira donc pas qu’elle est fausse, car d’après la définition précédente 
seules les propositions élémentaires stables peuvent être fausses. 


DEFINITION 2.9 : 

On appellera Proposition élémentaire Platoniste stable de type définition une expression du type : 
DeftOi,.0) 

R(O:,...,0:) 

Telle que : 


(i) R est définie comme dans le cas d’une proposition élémentaire Platoniste stable de type 
relation. 


(ii) Si n>i, O;41,..,0, sont des concepts particuliers non-flous associés à des définitions, définis 


avant Per ou des concepts généraux non-flous représentant chacun un unique objet 
mathématique non-relationnel et différent de EMP (N,Q.R...) 


(ii)  O:,..,0; sont des nouveaux symboles. 


DEFINITION 2.10: 


a)Si on a une Proposition élémentaire Platoniste stable de type définition: 
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Poer : 
Def(O:,..,0) 
R(O:,. On). 


On dira que Pper est vraie si on a : 


Si O;,.,0, représentent simultanément O;:0,..,0%, alors il existe O:6,..,0;io objets 
mathématiques non-relationnels et différents de l’EMP tels que R(O:0,.., 050) est vraie. 

Si Pper est vraie, alors par définition si O;:1,..,0, représentent simultanément O;:10,.,0% alors 
(O:,..,0;) pourra représenter toute séquence (0:5,..,0:) telle que R(O,0,..,0,) est vraie et O,0...,0; sont 
des objets mathématiques non-relationnels et différents de EMP. 

On dira alors , en accord avec la définitition d’un concept particulier non-flou donnée dans le 
article ®, que (O,,.,0;) de même que O:...,0;, sont des symboles particuliers non-flous qui sont des 
concepts particuliers non-flous. Ceux -ci ne peuvent représenter ni l’'EMP ni in objet mathématique 
qui n’est pas un objet mathématique non-relationnel. 


1 ier 


b)On dira que Pper est fausse si Pn.s est une proposition élémentaire Platoniste stable de type définition 
et n’est pas vraie. 

On dira alors que O,,..,0; sont des symboles particuliers non-flous qui ne sont pas des concepts 
particulier non-flous. De plus, O:,.,0;ine pourront alors représenter aucun symbole. 


REMARQUE 2.11 : 


a)D’après la définition précédente, si on a une proposition élémentaire Platoniste stable de type 
définition Pner :Def(O1,..,0:),R(O1,..,On) avec pour j>i un symbole particulier non-flou Oj; qui n’est pas 
un concept particulier non-flou alors Pn.s n’est pas une proposition élémentaire Platoniste stable de 
type définition. 


b)D’après la définition précédente, si une Proposition élémentaire Platoniste stable de type définition 
Pper :Def(O:...,0:;),R(O:,..,0,) est fausse alors toute proposition élémentaire Platoniste postérieure à 
Pers utilisant l’un des symboles O4,..,O; est instable et donc n’est pas vraie. 


c)D’aprés les définitions précédentes, une proposition élémentaire Platoniste stable ne pourra pas 
utiliser des symboles particuliers non-flous prédéfinis qui ne sont pas des concepts particuliers non- 
flous. Elle pourra cependant être stable en utilisant des symboles particuliers non-flous qu’elle définit 
elle-même. C’est le cas d’une proposition élémentaire de type définition stable qui est fausse. 


On admet comme conséquences immédiates des définitions précédentes des propositions 
élémentaires de type relation et de type définition , utilisant que si O:,...,0, sont des concepts non- 
flous, alors O10,..,Ono étant des objets mathématiques quelconques, « O:,..,0, peuvent représenter 
simultanément O,6,..,0,0 » ou (exclusif) «O,,..,0, ne peuvent représenter simultanément O,6,.,0,0 » 
(Ce qu’on a démontré dans l’article précédent ™) : 


LEMME 2.12 : 


a)Toute proposition élémentaire Platoniste stable de type relation est non-floue, c'est-à-dire est vraie 
ou (exclusif) n’est pas vraie. 


b) Toute proposition élémentaire Platoniste stable de type définition est non-floue, c'est-à-dire est vraie 
ou (exclusif) n’est pas vraie. 


Preuve : 
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Préambule : Pour démontrer ce lemme, on utilisera l Axiome suivant, qui est la conséquence de la 
signification des concepts primitifs « Il existe » et « Pour tout » : 
«Si R est une relation non-floue d’ordre de multiplicité k, alors les propositions P1 :« Pour tous objets 
mathématiques non-relationnels et différents de PEMP O:0,..,0%0, R(O10,.,0x0) » et P2 : «Il existe 
O:0::,Ot tels que R(O:5,..,0x0) » sont non-floues. 

On rappelle qu’O:,.,0% étant des concepts particuliers non-flous on a démontré dans l’article ® 
que (O:,..,0%) sans paramètres fixes était un concept général non-flou. 


a)Considérons une proposition élémentaire stable de type relation Par :R(O:1,..,0:). 
On a «Pur est vraie » est équivalent à « Pour tous objets mathématiques O,..,0:0 pouvant être 
représentés simultanément par O:,.,0,, R(O:0,..,00) est vraie ». Cette proposition est équivalente à 
«Pour tous objets mathématiques non-relationnels et différents de PEMP O:6,.,0, si (O10,.., Ono) 
appartient au concept général (0,...,0,) sans paramètres fixes, alors R(O:0..., Oo) ». 

D’après la signification du concept primitif « si..alors », la proposition précédente peut se 
mettre sous la forme : «Pour tous objets mathématiques non-relationnels et différents de l’'EMP 
O0: O0, R2(010,.,On0) », avec R: relation non-floue d’ordre de multiplicité n. Utilisant l’ Axiome du 
Préambule, on obtient bien que la proposition précédente est non-floue, donc Per est non-floue, on a 
donc montré le a). 


b)Considérons la proposition élémentaire stable de type définition Pemp :Def(O,,..0;), R(O,,.,0,). 
Supposons n>1. 
«Pan est vraie » est équivalent à « Pour tous O;:10,:,0%0 objets mathématiques non-relationnels et 
différents de PEMP, si (O;:10,.., O0) appartient au concept général (O;:1,..,0,) sans paramètres fixes, 
alors il existe O:0,.,0:0 objets mathématiques non-relationnels et différents de PEMP tels que 
R(O:0;:,Ono) ». 

Pour tous objets mathématiques non-relationnels et différents de PEMP O;:10,.., On, on définit 
la relation non-floue R;(oi:10..on0) d'ordre de multiplicité i, tels que pour tous objets mathématiques 
non-relationnels et différents de EMP O:5,..,0io, R3ç0i+10,.0n0(O10:..,Oùo) est équivalent à R(O:6,..,O:0). 
(Rçoi-10,..0n0) est évidemment une relation non-floue puisque R est une relation non-floue). 

On a donc « Pep est vraie » est équivalent à « Pour tous objets mathématiques non-relationnels 
et différents de PEMP O;:10,.,0n0, , Si (Oi+10:., Oo) appartient au concept général (O::1,.,0,) sans 
paramètre fixe, il existe O:0::,O0 tels que R3(0i+10...0n0) (O10..,0i0) ». 

Et donc d’après l’Axiome du Préambule, il existe une relation non-floue R4 d’ordre de 
multiplicité n-i telle que « Pep est vraie » est équivalent à: « Pour tous objets mathématiques non- 
relationnels et différents de EMP Oi:10,.,00, Si (Oi+10,.., Oo) appartient au concept général (Oi:1,.,0:) 
sans paramètre fixe, alors R4(O;:10,.,Ono) ». 

Et donc d’après la signification du concept primitif « si..alors », «Pep est vraie» est 
équivalent à « Pour tous objets mathématiques non-relationnels et différents de PEMP Oi+10,.,Ono, 
R:(O;:10:.,Ono) », avec R; relation non-floue d’ordre de multiplicité n-i. Utilisant l’ Axiome du 
Préambule, on obtient que Pem est non-floue. 


(Le cas où n=1 se traite exactement de la même façon). 


On a donc démontré le lemme. 


DEFINITION 2.15 : 


a)On appellera proposition stable Platoniste P une séquence finie (ensembliste) (P,,.,P,) de 
propositions élémentaires Platonistes (de type définition ou relation) stables, celles-ci pouvant utiliser 
des concepts particuliers non-flous définis avant P, et P; pouvant aussi utiliser des concepts particuliers 
non-flous prédéfinis (c’est à dire définis dans (P:1,...,P;1), ou des symboles particuliers non-flous 
définis dans Pj . On supposera toujours implicitement que (P1,..,Px) est une séquence finie ensembliste, 
c'est-à-dire qu’elle est identique à l’ensemble {(1,P:)..,(k;Px)}. Donc à partir d’une séquence à 3 
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termes, séquence finie et séquence finie ensembliste auront même signification et une séquence finie 
ensembliste pourra n’avoir qu’un terme. 


b)On dira qu’une proposition stable Platoniste P :(P:,..,PX) est est vraie si P,,..,PX sont toutes vraies et 
que P est fausse si P n’est pas vraie, c'est-à-dire au moins une des propositions P,,..,P, est fausse. 


c)Si P est une proposition Platoniste stable, on définit la négation de P, notée Non(P), telle que 
«Non(P) est vraie » signifie « P est fausse », « Non(P) est fausse » signifie « P est vraie ». On dira 
aussi que Non(P) est une proposition Platoniste stable. 


d)Si P1 et P2 sont des propositions Platonistes stables et que les mêmes propositions définissent les 
concepts particuliers non-flous prédéfinis utilisés par P1 et P2 , alors par définition « P1 ou P2 » et 
« P1 et P2 », « Non(P1) » sont aussi des propositions Platonistes stables .appelées aussi propositions 
Platonistes stables composées. Si P(O;,..,0,) est une proposition stable composée, O:5,..,0,0 étant des 
objets mathématiques non-relationnels et différents de EMP, on obtiendra les valeurs de vérité de 
P(O:0,.., Oo) en utilisant les tables de vérité classiques. Par définition, de la même façon que pour une 
propostion mathématique simple, P(0:...,0,) sera vraie si pour tous O:0,.., 00 pouvant être représentés 
simultanément par O:,..,0, , P(O:0,..,Ono) est vraie. On rappelle qu’on a introduit les concepts primitifs 
etc, ouc, Nons. ..Leur utilisation dans une proposition Platoniste sera analogue à celle de et, ou, Non... 
Par abus de language, on pourra cependant utiliser parfois « et », ou « Non », à la place de « etc », 
« oug », « Nong »... 

On montre sans difficultés que la définition donnée en a) d’une proposition stable Platoniste la 
séquence ensembliste (P:n,..,Pax) vraie utilisant les concepts particuliers non-flous pré-définis O,,..,0, 
est équivalente à la précédente (en d)). 

Pour cela, on considère les propositions Q, et Q; suivantes : 

Qı : «P(O:,..,0,) est vraie (au sens du a))» , Q2: « Pour tous O10,...Ono pouvant être représentés 
simultanément par O:,..,0:, P(O10,..,Ono) est vraie (au sens du a). » 

On justifiera plus loin Q; est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie, de même que Q2. On montrera 
ensuite « Si Q, alors Q2 » et « Si Q, alors Q; ». 

Pour montrer la première assertion, on suppose Q; est vraie, puis on montre par récurrence sur 
i: «Pour tous O:6,..,0% pouvant être représentés simultanément par O:,..,0,, Pei est vraie dans 
P(O:0,.. Oo) (au sens du a)). » 

Pour montrer la 2°”° assertion, on suppose que Q; est vraie et on montre par récurrence sur i : 
Pej est vraie dans P(O:...,0,) (au sens du a)). 

On peut montrer simultanément les 2 assertions précédentes en montrant par récurrence T(i): 
«Si Pen,,Pai1 sont vraies dans P(O:,.,0,) et pour tous O6,.,00 pouvant être représentés 
simultanément par O1,.,On, Pen,.,Pei1 sont vraies dans P(O:0,.,0%) , alors « Pei est vraie dans 
P(O:,..,0,)» est équivalent à « Pour tous O:0,.,00 pouvant être représentés simultanément par O:,.,0,, 
Pai est vraie dans P(O,,.,0,0) ». (On distinguera si Pa est de type définition 
Papi :Def(Do),R(Do,D1,..,Dx) ou de type relation Pari :R(D:,,Dy)). On utilisera alors, d’après la 
définition d’objets mathématiques pouvant être représentés simultanément par des concepts 
particuliers non-flous donnée dans le 17 article, que «D:,..,D, peuvent représenter simultanément 
D:0,..,Dxo dans P(O:,.,0,)» est équivalent à: «Il existe O:6,.,0: pouvant être représentés 
simultanément par O,,..,0, tels que O,6,.,0:0,D10:..,Dxo peuvent être représentés simultanément par 
O0:,..,0;:, Dis Dk » et : « D:,..,D, peuvent représenter simultanément D,5,..,Dx dans P(O:6,..,0:0) » est 
équivalent à «O:9,.,0:0, D10:.., Dry peuvent être représentés simultanément par O:,..,0,, D;,.,D4 »). 

On a le Lemme suivant équivalent au Lemme 2.12 : 


LEMME 2.17 : 


a)Toute proposition élémentaire Platoniste stable (de type relation ou définition) est vraie ou fausse 
(« fausse » signifiant « n’est pas vraie »). 


b)Aucune proposition élémentaire stable Platoniste n’est pas (vraie et fausse). 
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LEMME 2.18 : 

a)Toute proposition Platoniste stable est vraie ou fausse. 
b)Toute proposition Platoniste stable n’est pas vraie et fausse. 
Preuve : 


Si une proposition stable Platoniste est de la forme P(Pen,. Pem), Pen,- Pem étant des 
propositions élémentaires stables Platonistes, alors d’après la définition d’une proposition stable 
Platoniste vraie, P(Pin,.., Pen) est vraie ou (exclusif) n’est pas vraie. Ceci est la conséquence immédiate 
du Lemme 2.17 obtenue par une démonstration par récurrence immédiate sur les signes distinctifs 
1,..,n. 


Il est évident, et on admettra qu’à cause de la définition des concepts relationnels « et », 
«ou », « Non », si Pı et P2 sont des propositions Platonistes stables non-floues, alors « P; ou P2 », « Pı 
et P2 », « NonP, » sont non-floues. 


On a donc démontré le lemme. 
REMARQUE 2.194 : 


On remarque qu’on pourrait appeler le a) des Lemmes 2.17 et 2.18 Principes du Tiers exclu 
pour les propositions élémentaires Platonistes stables et les propositions Platonistes et le b) des 
Lemmes 17 et Lemme 18 Principes de Non-contradiction pour les Propositions élémentaires 
Platonistes et les propositions Platonistes. 

Cependant, ces Principes ne sont plus admis axiomatiquement comme dans les théories 
mathématiques de logique formelle, mais sont des Lemmes qui sont déduits des axiomes de la TLP. 
Nous adopterons pour eux les dénominations précédentes. 


DEFINITION 2.198 : 
PROPOSITION PLATONISTE 


On a déjà défini un exemple de symbole particulier non-flou. On généralise cette définition en 
admettant que si O:,..,0; sont définis par une proposition Pa :Def(O:...,0:;),R(O:,..,0,), analogue à une 
proposition élémentaire stable Platoniste de type définition mais avec O;:1,..,0, symboles particuliers 
non-flous (non nécessairement des concepts particuliers non-flous), alors O:,..,0; sont des symboles 
particuliers non-flous. 

Par définition, un symbole particulier non-flou qui n’est pas un concept particulier non-flou ne 
pourra représenter aucun objet mathématique. 


a)Une proposition élémentaire Platoniste de type relation est définie comme étant une expression 
analogue à une proposition élémentaire Platoniste stable de type relation R(O1,..,On), mais avec les O; 
qui sont des symboles particuliers non-flous. Si l’un des O; n’est pas un concept particulier non-flou, 
elle ne sera pas vraie. 


De même une proposition élémentaire Platoniste de type définition est définie comme étant 
analogue à une proposition élémentaire  Platoniste stable de type définition 
Poer :Def(O:..,0:),R(O:...,0,) mais avec certains Oj, pour j>i, qui sont des symboles particuliers non- 
flous pré-définis. Si l’un des O; n’est pas un concept particulier non-flou, O1,..,0; seront des symboles 
particuliers non-flous qui ne sont pas des concepts particuliers non-flous et ne pourront représenter 
aucun objet mathématique. 
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b)Si Pa est une proposition élémentaire Platoniste de type relation ou de type définition, on aura « Pa 
est vraie » est équivalent à « PA est une proposition élémentaire stable Platoniste (de type relation ou 
de type définition) qui est vraie ». 


c)Si une proposition P est une séquence finie (P;,.,P.) de propositions élémentaires Platonistes, on dira 
que P est une proposition Platoniste. 


d) Si une proposition P est une séquence finie (P:,.,P,) de propositions élémentaires Platonistes, (et 
donc P est une proposition Platoniste.), on dira que P est vraie si toutes les propositions élémentaires 
Platonistes sont vraies, et que P est n’est pas vraie si au moins l’une d’elle n’est pas vraie. 


e)Si P1 et P2 sont des propositions Platonistes dont les symboles particuliers non-flous qu’elles 
utilisent sont définis par les mêmes propositions, alors « P1 et P2 » et « P1 ou P2 » et « Non(P1) » 
seront aussi appelées propositions Platonistes. 


f)On peut élargir la définition d’une proposition stable Platoniste en admettant que si P est une 
proposition Platoniste et si tous les symboles particuliers non-flous prédéfinis utilisés par P sont des 
concepts particuliers non-flous, alors on dira que P est une proposition stable Platoniste et on 
représentera P par P(O:,..,0,), O1,.,0, étant les concepts particuliers non-flous prédéfinis utilisés par P. 


LEMME 2.19C: 
a)Toute proposition élémentaire Platoniste est vraie ou (exclusif) n’est pas vraie. 
b)Toute proposition Platoniste est vraie ou (exclusif) n’est pas vraie. 


Preuve : 

a) O1... ,0, étant des symboles particuliers non-flous pré-définis, on a « O,...,0, sont tous des 
concepts particuliers non-flous » ou « O; n’est pas un concept particulier non-flou ou..ou On n’est pas 
un concept particulier non-flou ». 

Il en résulte que si on a une proposition élémentaire Platoniste de type 
Pap :Def(O....,0;),R(O:,..,0:) ou Per :R(O:,..,0:), alors « Pem est stable » ou « Pep n’est pas stable » et 
de même pour Per. Or on a vu si Pep est stable « Pem est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie » et si Pap 
n’est pas stable alors « Pemp n’est pas vraie (exclusivement) ». Il en résulte (à cause de la signification 
du concept primitif « ou ») que Pem est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie. Et de même pour Per. 

On peut déduire de ce qui précède que tout symbole particulier non-flou est un concept 
particulier non-flou ou(exclusif) n’est pas un concept particulier non-flou. Dans le cas où Per est de la 
forme « PariOu Per2» OÙ & Peri et Perz » ou « Non (Peri) », avec Peri est vraie ou(exclusif) n’est pas 
vraie (pour i=1,2), alors d’après la signification des concepts relationnels primitifs «ou», «et», 
«Non », Par est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie. On obtient les différents cas avec les tables de 
vérité classiques qui sont vraies dans la TMP à cause de la signification des concepts primitifs 
relationnels « et », « ou », « Non ». Par exemple si Pur est vraie exclusivement et Perz n’est pas vraie 
exclusivement, alors « Peri et Par2» n’est pas vraie exclusivement et «Pr: ou Perz» est vraie 
exclusivement. 

Et donc toute proposition élémentaire Platoniste de type relation ou définition est vraie 
ou(exclusif) n’est pas vraie. 


b)Et on obtient immédiatement par récurrence que toute proposition Platoniste est vraie ou 
(exclusif) n’est pas vraie. (Si P; (Pa,.Pea), On montre par récurrence que (Pa,.,Pa) est vraie ou 
(exclusif) n’est pas vraie.) 


REMARQUE 2.19D : 


a)Si pour tous objets mathématiques non-relationnels et différents de EMP O:6,,0% , 
identifiant Ojo avec le symbole particulier non-flou pouvant représenter seulement O;, on a défini une 
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proposition Platoniste P(O:0,..,0%) alors on peut définir la relation non-floue R d’ordre de multiplicité 
n, telle que O0,...., Ono étant des objets mathématiques non-relationnels et différents de l’EMP, 
« R(O:0,.. Oo) est vraie » est équivalent à « P(O:9,..,Ono) est vraie ». 

Alors O:,..,0, étant des concepts particuliers non-flous prédéfinis, on pourra identifier 
R(O:,..,0,) avec une proposition élémentaire Platoniste stable de type relation. 

b) Si Pari et Perz sont des propositions élémentaires Platonistes de type relation telles que les 
symboles particuliers non-flous pré-définis qu’elles utilisent sont définis par les mêmes propositions 
élémentaires Platonistes de type définition, alors « Par: et Par2 », « Peri OU Perz », « Non(Pari) », « Si 
Par: alors Perz» (Noté aussi « Cond(Perı , Par2)»), «Peri est équivalent à Perz» (Noté aussi 
« Eq(Peri ; Par2) »), seront des propositions élémentaires Platonistes dites des propositions 
élémentaires Platonistes composées. On pourra toujours identifier ces propositions élémentaires 
Platonistes de type relation. 

Par exemple supposons qu’on ait la proposition élémentaire Platoniste Pari :R(O°:1,.,0”,). On 
considère alors la proposition élémentaire Platoniste composée P«ac:Non(Per:). On pourra alors 
exprimer Pac sous la forme d’une proposition élémentaire Platoniste de type relation 
Pac :Re(O”1,.,0”;), Rc étant définie comme une relation non-floue d’ordre de multiplicité p et telle que 
pour tous objets mathématiques non-relationnels et différents de EMP O’10,.,0°p0, Re (O’10,.,0°p0) 
est équivalent à Non(R(O’10,.,0°p0)). 

En accord avec la définition d’une proposition élémentaire Platoniste vraie Pac sera vraie si 
O’:,.,0”, sont des concepts particuliers non-flous pré-définis ou des concepts généraux non-flous 
pouvant représenter un unique objet et de plus, pour tous O’10,.,O°po) pouvant être représentés 
simultanément par O”;,.,0”,, R«(O’:6,.,0°) est vraie. Dans le cas où l’un des O’; est un symbole 
particulier non-flou qui n’est pas un concept particulier non-flou, alors Pac sera fausse. 

On obtient de la même façon les propositions élémentaires Platonistes de type relation 
auxquelles on peut identifier les autres types de proposition élémentaires Platonistes composées. 


DEFINITION 2.19E : 
(PROPOSITIONS  PLATONISTES IRREDUCTIBLES-DEFINITIONS  AUXILIAIRES 
PLATONISTES). 


Préambule : On a vu précédemment qu’une proposition Platoniste du type P(O:,.,0,) avec 
O:,..,0, concepts particuliers non-flous pré-définis était non-floue. On montre de la même façon 
qu’une proposition Platoniste du type P(O:,.,0,) avec O:...,0, symboles particuliers non-flous est non- 
floue.(On utilise que tout symbole particulier non-flou est un concept particulier non-flou ou(exclusif) 
n’est pas un concept particulier non-flou.) 


a)Par définition on dira qu’une proposition Platoniste P est irréductible au sens strict si elle est 
constituée d’une séquence de propositions élémentaires Platonistes, c’est à dire P n’est pas de la 
forme « Non(P,,) » ou «Ppi et P,, » ou «P,, ou P,,» avec P, et Pp2 propositions Platonistes. On 
admettra comme évident que toute proposition Platoniste P peut s’exprimer en fonction de 
propositions Platonistes irréductibles P;:1,..,P;4x et des concepts primitifs relationnels « ou », «et », 
«non », « si...alors », « est équivalent à». Dans le cas où P utilise seulement le concept primitif 
relationnel « et » et le cas où P est irréductible au sens strict, on dira qu’elle est irréductible au sens 
large. On dira aussi simplement « P est irréductible » pour « P est irréductible au sens strict ». 


b)O;:1,.,0, étant des symboles pariculiers pré-définis, on pourra définir une proposition élémentaire 
Platoniste de type définition d’une proposition stable Platoniste irréductible P par: 
«Pan :Def(O:,.,0;),R(O:,..,0,), avec R(O:,..,0,) a la même signification que la proposition Platoniste 
auxiliaire Paux(O1;:,01) ». Ceci signifiera que pour tous objets mathématiques non-relationnels et 
différents de PEMP O6,.,0%, R(O:0,.,Ono) est équivalent à Pawx(O0;.,0no). On dira que 
((Def(O,,.,0;),R(O:,..,0,)), Poux O1,.,0,)) est une définition auxiliaire Platoniste (de (O;,.,0:;)). 

De même on pourra définir une poposition élémentaire Platoniste de type relation par : 

«Par: R(O1,.,On) avec R(O:,.,0:) a la même signification que la proposition Platoniste 
auxiliaire Paux(O1,.,Oùn) ». 
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Si Paux(O1,.,0h) est une proposition Platoniste auxiliaire utilisée par P, elle aussi pourra utiliser 
des propositions Platonistes auxiliaires, et on pourra considérer qu’elles aussi sont utilisées par P. On 
notera P,x(P) l’ensemble (éventuellement vide) des couples (R(O:,..,0,),Paux(O1,..,0h)), avec 
Paux(O1,-., On) proposition Platoniste auxiliaire utilisée par P. 


Si P est la proposition Platoniste irréductible (P:u,..,Pex) et qu’elle utilise la proposition 
Platoniste irréductible P,ux(Paaux15-. Peaux), ON dira: 

-Chaque proposition élémentaire Platoniste Paj est une des proposition élémentaires 
Platonistes constituant P, mais n’appartient à aucune proposition auxilaire utilisée par P. 

-P, appartient à P, et toute proposition auxiliaire Pen appartient à Pa et à P et est une des 
propositions élémentaires Platonistes constituant P, mais n’est pas une des propositions élémentaires 
Platonistes constituant P ou une autre proposition auxiliaire utilisée par P. 

On généralise les définitions précédentes dans le cas où P et Paux ne sont pas des propositions 
Platonistes irréductibles. 


On pourra, de la même façon que les définitions auxiliaires dans une proposition 
mathématique simple, ordonner les définitions Platonistes auxiliaires. 

On remarque que si toutes les propositions auxiliaires Platonistes utilisées par une proposition 
Platoniste irréductible P sont irréductibles, on obtient par récurrence que tous les symboles 
particuliers définis dans P sont des concepts particuliers non-flous. 


c)On remarque que si P1 et P2 sont 2 propositions Platonistes dont les mêmes propositions définissent 
les symboles particuliers non-flous pré-définis qu’elles utilisent, alors nécessairement elles sont 
indépendantes, c'est-à-dire que P1 ne peut utiliser de symbole particulier non-flou défini dans P2 et 
réciproquement. En effet si P1 définit un symbole Oj utilisé par P2, alors Oj; est un symbole pré-défini 
utilisé par P2 et défini par P1 et donc ce ne sont pas les mêmes propositions qui définissent les 
symboles particuliers pré-définis utilisés par P1 et P2. Il en résulte que si P1 et P2 sont des 
propositions Platonistes irréductibles au sens strict dont les mêmes propositions définissent les 
symboles particuliers non-flous pré-définis qu’elles utilisent, alors « P1 et P2 » est équivalente à une 
proposition Platoniste irréductible au sens strict . Par exemple, si P1 est la proposition (Pa1,..,Penx)) 
et P2 est la proposition (Pen1,.. Peko), alors il est évident que «P1 et P2» est équivalent à la 
proposition Platoniste irréductible (Pen... Penxey). 

De même si P est une proposition Platoniste ne contenant aucune proposition élémentaire 
Platoniste de type définition, alors P est équivalente à une proposition irréductible. 


DEFINITION 2.20 : 


a)On appelle « ensemble de symboles élémentaires Platonistes » un sous-ensemble fini S de Q? (dont 
on a établi l’existence dans l‘article ©), dont un symbole élémentaire «blanc ». et un symbole 
élémentaire « point » et deux symboles élémentaires « guillemets («) et( ») ». Les éléments de S seront 
donc appelés symboles élémentaires de S. (Dans ce qui suit, tout symbole élémentaire utilisé en 
mathématique classique sera identifié avec un élément de S.) 


b)On appellera chaine ou symbole composé de S une séquence finie de symboles élémentaire de S. 
c)On dira que les symboles élémentaires ou composés de S sont des symboles de S. 
DEFINITION 2.21 : 

S étant un ensemble de symboles élémentaires de Platonistes, on appelle proposition sur S une 
chaine de S, finissant par le symbole élémentaire « point » (pouvant contenir plusieurs « points »), ou 
commençant par le symbole guillemet ««» et finissant par le symbole guillemet « » ». (Notons que 


dans la pratique, on utilisera plus généralement des guillements pour représenter des chaînes de 
symboles élémentaires). 
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DEFINITION 2.22 : 


a)S étant un ensemble de symboles élémentaires Platonistes, on appelle Texte sur S, une séquence finie 
de propositions sur S. 


b)Si T :(P:,..,P,) et T’ :(Q:,..,Q.) sont des textes sur S, on pourra noter (T,Q:,.,Q,) ou (T,T”) le texte 
(P1,.PQ1,..,Qr). 


DEFINITION 2.23 : 


a)On appelle code Platoniste C un couple (S,Rc), S étant un ensemble de symboles Platonistes et Re 
une relation tels que pour tout texte T(P,,..,P,) sur S, et toute proposition P; de T, alors Rc soit une 
relation reliant P; avec ce qu’on appellera une signification Platoniste de P; dans T sur C, qui pourra 
être l’ensemble vide ou (exclusif) une proposition Platoniste ou (exclusif) une proposition Platoniste 
relationnelle. (Nous définirons plus loin cette dernière expression). PIc(P:) représentera une une 
signification Platoniste quelconque de P;, et on aura donc P;R<PIC(P;). De plus si on a P;RcO, P; ne sera 
pas vrai dans T sur C et Ø sera l’unique signification Platoniste de P;. Si PIC(P;) est une proposition 
Platoniste, alors Plc(P;) pourra représenter différentes propositions Platonistes. De plus on dira alors 
que P;est équivalente (dansT sur C) à la proposition Platoniste PI-(P;) (Qui sera aussi sa signification 
Platoniste). 


La relation Rc sera définie par des règles appelées règles syntaxiques du code Platoniste C. 
Pour que PIC(P;) soit différent de l’ensemble vide, P; devra ou bien être une proposition mathématique 
simple (non flottante) ou bien une proposition mathématique simple flottante ou bien une proposition 
mathématique conditionnelle qu’on définira plus loin, ou bien une proposition mathématique mixte 
qu’on définira plus loin. Par définition, P; étant une proposition mathématique simple non-flottante 
(c'est-à-dire on le rappelle n’utilisant pas de concepts généraux non-flous flottants), P; sera vraie s’il 
existe une proposition Platoniste Plc(P;) telle que P;R<PIC(P:;) et que de plus PIc(P;) soit vraie (Et donc 
soit nécessairement une proposition stable Platoniste). 

Par convention «une proposition mathématique simple », non suivie de « flottante » 
représentera une proposition mathématique simple non-flottante. Cependant il sera en général toujours 
possible de généraliser les propriétés des propositions mathématiques simples non-flottantes aux 
propositions mathématiques simples flottantes. 


On aura les règles syntaxiques d’un code Platoniste C suivantes (C n’est pas unique), pour 
obtenir la signification Platoniste d’une proposition mathématique simple (non-flottante) : 


Considérons un texte sur T(P1,..,Pn) sur un ensemble S et un code C (S,Ro). 

(i)Pour i=1, supposons P; est irréductible au sens strict (On rappelle qu’une proposition mathématique 
simple irréductible au sens large est une proposition mathématique simple du type « R; et..et Rg », 
avec les R; propositions irréductibles au sens strict et indépendantes entre elles.) 

-PIC(P;) sera nécessairement une proposition stable Platoniste irréductible au sens strict. 

De plus : 


(j1)On a vu que d’après la définition d’une proposition mathématique simple, P, pouvait utiliser une 
expression du type F(0:,..,0,), F étant une fonction-concept, O,,..,0, étant des symboles particuliers 
non-flous pré-définis par des définitions auxiliaires ou des concepts généraux non-flous pouvant 
représenter un unique objet. On peut considérer que F(O:,..,0,) n’est pas associé ou implicitement 
associé à une définition auxiliaire mais est implicitement associé à une définition auxiliaire au sens 
d’une fonction-concept, (utilisant F,0:,..,0,). F(O0:,..,0,) sera aussi définie implicitement par une 
proposition élémentaire Platoniste appelée définition implicite de F(O;,.. O) et notée 
impl(Æ(O:,..,0:)). Cependant, dans le cas où O:,.,0, sont des concepts généraux non-flous et 
F(O:,..,0:) peut représenter un objet mathématique on identifiera F(O:,..,0,) avec un concept général 
non-flou pouvant représenter un unique objet. Si O:,.,0; sont des symboles particuliers non-flous pré- 
définis et Oi:1,.,0, des concepts généraux non-flous pouvant représenter un unique objet, la définition 
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implicite de F(0:,.,0,) sera:  impl(F(0:,..,0,)) :Def(F(0:,..,0,)),R(F(O:,..,0,),01,,0), avec 
R(F(O:,..,0,),01,.,05) : « (F(O:,..,0:), (01,..,0:)) appartient au concept général F ». 
On dira que F(0:,..,0,) est un symbole particulier obtenu par une fonction-concept.. 


D’après sa définition, une proposition mathématique simple pourra aussi contenir une 
expression du type E(O:,.0:,C:1,.,C,), contenant au moins un «O; » ou un «Ci» , avec O:,.,0: 
symboles particuliers non-flous pré-définis par des définitions auxiliaires et donc n’étant pas définis en 
utilisant des fonction-concepts (Car sinon ils seraient définis par des définitions auxiliaires implicites 
et au sens d’une fonction-concept), C1,,C, concepts généraux non-flous pré-définis pouvant 
représenter chacun un unique objet, E(O1,..,Cp) pouvant utiliser des fonction-concepts. On rappelle 
que : 

-E(O:,..,0%, C1,..,C) ne contient aucune relation non-floue ni concept primitif relationnel ni symboles 
de ponctuation excepté des symboles «parenthèses » ou « virgule » ou « accolades » ni symboles 
«blanc » ni symbole « point » si celui-ci est le dernier symbole de E(O:,..,0,, C:,..,C,). 

- E(O:,.,0n Ci,.,C,) est immédiatement précédé d’un symbole «blanc» ou d’un symbole 
représentant une unique relation non-floue ou d’un « guillemet ouvert » et est immédiatement suivi 
d’un symbole représentant une unique relation non-floue ou d’un symbole parmi « blanc » ou « point » 
ou « guillemet fermé » ou « virgule », celle-ci étant suivi d’un symbole « blanc ». 


En général E(O:,.,0,,C1..,C,) sera défini implicitement par une proposition Platoniste notée 
impl (E(0O1,.,On,C1,.,Cp)) et constituée de propositions élémentaires Platonistes de type définition de 
type Papi :impl(F:(0’;,..,0”;)), et obtenues à partir de règles de convention appelées règles 
syntaxiques de convention (symbolique) du code Platoniste C. Cependant, pour j parmi 1,.,t(i), O’; 
pourra lui-même être de la forme Fi (Org, O’rxjtacy) en étant défini par une proposition Pemko) 
précédant Pepi. Cette proposition Platoniste impl(E(O:..0:,C:1,.,C.)) utilisera donc des fonction- 
concepts pré-définies et sera appelée définition implicite de E(O1,.,On,C1,.,Cp). On pourra alors 
identifier E(O:,.,0:,C:1,.,C,) avec Fcoms (O1,.,0n,C1,.,Cp), Fcoms étant une fonction-concept telles que 
pour tous O10,.,Ono,C10,Cpo objets mathématiques non-relationnels et différents de PEMP, 
Fcom8(Oi0;.,On0,C10;.,Cpo) peut représenter le même objet que E(O:6,.,05%,C10;.,Cpo). Les règles 
syntaxiques permettant de d'obtenir impl(E(O:,.,0:C1,.,C,)) permettront d’obtenir aussi des 
propositions Platonistes définissant FcomB(O10,.,On0,C10:-,Cpo) OÙ Fcoms. Ces dernières seront appelées 
définition implicite de FcomB(Oio;.,On0/C10::,Cpo) ou de Fcoms et seront représentées par 
impl(Fcous(O0;.,On0:C10,::Cpo)) OÙ impl(Fcoms). On dira que Fcoms est une combinaison de fonction- 
concepts et que E(O1,.,On,C1,.,Cp) est un symbole particulier obtenu par une combinaison de fonction- 
concepts. 

Fcomg Sera définie par une proposition Platoniste Plrcomge(Peo,. Pep) du type suivant. 
Supposons que le concept de départ de Fcoms ne contienne que des séquences finies à n termes. 

On aura alors Peo :Def(O:,..,0:), Ro(O:1,.,0:), avec Ro(O:,.,0,) a comme signification 
Platoniste Pl(Pens. Pen) avec pour i dans {1,.,p} Pai :Def(F(0’ 1,0), RFO 1,0) On, 
O’i) : & (O’:1,., Or) appartient à Dep(F) et (FO. Dirt), (Oii Oir)) appartient à F; ». 

Avec : 

0,0” ir parmi O:,..,0, et les F(0”;1,..,0”;4) avec j<i. 
-F; fonction-concept connue. 

(Pour j>0 Les Paj constituent donc PI, mais aussi Plecoue) 

On identifiera alors Dep(Fcoms) avec (O,,.,0,)sans paramètres fixes et Fcoms avec 
(F (O° p10 prp) (O5: Oh)) Sans paramètres fixes. On peut aussi ajouter 2 propositions élémentaires 
Platonistes Pep+1 et Pep+2 avec : 

Pen :Def(x), R,+1(x) : « x est un objet mathématique non-relationnel et différent de EMP ». 

Pap+2 :Rp:2(X) : « x appartient à Fcoms est équivalent à x appartient à (F (O°p1,--O°præ))(O1,--On)) sans 
paramètres fixes ». 

O0: Oo étant des objets mathématiques non-relationnels et différents de EMP, on définit aisément 
Fcom8(O:0,..,On0) à partir de (Pen. Pemp). 

On pourra aussi utiliser la fonction-concept Fa de concept de départ «une séquence finie » 
telle que si s est une séquence finie Fa(s)=s. 
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Dans le cas où les régles syntaxiques de convention (symbolique) ne permettent pas 
d'identifier E(O:,.,0%, C1,..,Cp) avec FcomB(Oi,.,On,Ci:.,C), Fcoms étant une fonction-concept, par 
définition E(O:...,0,, C:,..,C,) sera alors identifié avec un symbole particulier non-flou ne pouvant 
représenter aucun objet mathématique. On pourra alors représenter E(O:,,0,C1,.,C,) par 
Fur(O:,.,0:,C:,.,C,), qui par définition est un symbole particulier non-flou ne pouvant représenter 
aucun objet. On dira que Fwpr, qui n’est pas une fonctio-concept, est la fonction-concept impossible. 
On verra dans des exemples que des fonctions-concepts pourront être utilisées pour définir des 
relations non-floues. 


Les définitions implicites précédentes n’appartiendront pas à la signification Platoniste PIc(P:) 
de la proposition Platoniste considérée d’où le qualificatif « implicite ». 

Par exemple, x, et y étant des symboles particuliers pré-définis, le symbole particulier 
(x+N3)*xy est obtenu par une combinaison de fonction-concepts et pourra être noté E(x,y,+x,*n,3). 


(2)DEFINITION AUXILIAIRE PRINCIPALE 


Par convention et en accord avec la définition donnée dans le 1° article, toutes les définitions 
auxiliaires contenues par une proposition mathématique simple seront représentées par une expression 
du type Dax(0, D1,..,Dx) avec pour i parmi 1,.,k D; symbole particulier non-flous pré-définis au sens 
large par une définitions auxiliaire ou une définition mathématiques simple et donc ne sera pas obtenu 
par une fonction-concept ou une combinaison de fonction-concepts (car alors ils seraient définis par 
une définition auxiliaire implicite au sens d’une fonction-concepf). 


On a vu qu’on pouvait associer à une proposition Platoniste et donc à PI-(P;), un ensemble 
Paux(Plc(P:)), contenant tous les couples (Ri(0:,.,0:),Pprauxi(O1;:,On)}, Pptauxi(O1;:,0On) proposition 
Platoniste auxiliaire utilisée par PIc(P:). Les Oj pourront être des concepts particuliers non-flous mais 
aussi des symboles particuliers non-flous ne pouvant représenter aucun objet mathématique . Dans 
tous les cas, on les considèrera comme des concepts particuliers non-flous c'est-à-dire que pour tous 
O10,..,Ono on aura R(0:6,.,0%) est équivalent à Pprux(O10;.,On0), O10:..Ono identifiés avec des concepts 
particuliers non-flous étant les seuls symboles particuliers pré-définis utilisés par Ppaux(O10:..,Ono) . On 
rappelle que si on a une proposition Platoniste irréductible Ph :(Pel:,..,Pelk), on dira que les Pel;, qui 
n’appartiennent à aucune proposition Platoniste auxiliaire de Pp; sont des propositions élémentaires 
Platonistes constituant Pp. On dira aussi que Ph contient toute proposition élémentaire Platoniste 
constituant Pp; ou constituant une proposition Platoniste auxiliaire utilisée par Ppi. 

Dans cette section et la suivante, on utilisera la notion de signification Platoniste généralisée. 
Si Pax(Di,.,Dx) est une proposition auxiliaire contenue par P;, les D; étant des symboles particuliers 
non-flous, la signification Platoniste généralisée de Paux(Di1,..,Dx), notée Plcc(Paux(D1,..,Dx)) sera la 
proposition Platoniste identique à PIc(Pax(D:,..,Dx)) obtenue en considérant les D; comme des 
concepts particuliers non-flous. PIcG(Pax(D1,.,Dx)) pourra donc être une proposition Platoniste qui 
n’est pas stable, et pourra être différente de l’ensemble vide même si l’un des D; n’est pas un concept 
particulier non-flou (Contrairement à PIc(Pax(D1,....,Dx)). Cependant la signification Platoniste 
généralisée et la signification Platoniste seront évidemment identiques si tous les D; sont des concepts 
particuliers non-flous ce qui sera en général le cas. 


Si, dans la proposition mathématique simple irréductible considérée P,, un symbole x est 
associé à une définition auxiliaire D,,:(x,D:...,D%), celle-ci n’étant pas contenue par une proposition 
auxiliaire Pax(Hi.,H,), les Hj étant des symboles particuliers pré-définis au sens large, telle que 
Plc(Paux(H1,.…,H,))=Q (On rappelle que Plcc(Paux(Hi,..,H,)) est la signification Platoniste généralisée 
de Paux(H:,..,H,)) ni à une définition auxiliaire D (y,H:..,H,) telle que Plcc(y,H:,..,H4,)-9, alors 
PIc(P;) contiendra nécessairement une proposition élémentaire Platoniste de type définition 
Pai :Def(x),R;(x,D:,..,D4), R; étant défini comme suit : 

-Si Dauxi(X,D1,..,Dx) ne contient (strictement) aucune définition auxiliaire, R; sera définie par : Pour 
tous objets mathématiques non-relationnels et différents de l’'EMP xo, Di0,.,Dxo, Ri(xo,D10,..,Dxo) est 
équivalent à Dauxi(Xo,D 105. Dxo). 
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-Si Daxi(x,D1,..,Dx) contient (strictement) au moins une définition auxiliaire mais 
Plc(Daxi(x,D1,..,Dx))-Q, alors R; sera la relation impossible Rpr. (Et alors P; ne contiendra pas les 
propositions élémentaires de type définition définissant les symboles particuliers définis dans 
Danxi(X,D1,..,Dx)). 

-Si Dxifx, D:,.,D%) contient (strictement) au moins une définition auxiliaire et PIG(Di(x,D:,..,D)) 
est une proposition Platoniste utilisant x et chaque D,, alors R;(x,D:,.,Dk) aura comme signification 
Plcc(Dauxi(x,D1,..,Dx)). Cependant dans le cas où Plo(Daxi(x, D1,..,D4)) ne contient pas certains 
symboles H:,..,H, parmi x,D1,.. Dp, on remplacera PI Daxi(x,D1,..,Dx)) par Plec(« « Douxi(x, D1,..,Dx) » 
et Hı=H; et..,et H=H, » »). 

Ploo(Danxi(X,D1,..,Dx)), signification Platoniste de la proposition auxiliaire Duxi(x,D1,..,Dx), 
sera définie par les règles syntaxiques de convention du code Platoniste C. 

Dans tous les cas, on dira que Ri(x,D:,.,Dx) est la signification Platoniste généralisée 
relationnelle de Dix, D:,..,D,). On rappelle que les règles syntaxiques du code Platoniste C 
permettront de définir Plec(Daxi(X%, D1,- DK). 

Par définition, si un concept général non-flou Cj ne pouvant représenter qu’un unique objet est 
utilisé par Plco(Dauxi(X, D1,.., Dx)) ou une des propositions auxiliaires Platonistes qu’elle utilise,, on dira 
que Cj appartient à la définition élémentaire Platoniste de type définition Def{x),R(x,D:,.,Dk). 

Si dans Pı, x est associé à une définition auxiliaire de niveau 0 n’appartenant pas à une 
expression du type « Non(R;) » ou « Si R; alors R; » ou « R; ou R; » ou « R; est équivalent à R; », R: 
et R, propositions indépendantes, alors dans PIC(P:), on dira alors que la définition auxiliaire 
définissant x est une définition auxiliaire principale. Alors d’après les règles syntaxiques du code C, x 
sera défini par une proposition Platoniste élémentaire de type définition n’appartenant à aucune 
proposition Platoniste auxiliaire et donc sera l’une des propositions élémentaires Platonistes 
constituant Plc(P:). Réciproquement toute proposition élémentaire Platoniste de type définition 
constituant PI-(P.) correspondra à une définition auxiliaire principale contenue par P:. 

Si on a dans P, une définition auxiliaire principale de type « Il existe un et un seul x tel que 
Dax, D1,..,Dx) », alors PIc(P.) sera constituée d’une proposition de type Paj :Defun(x), R(x, D:...,Dx) 
dite proposition élémentaire Platoniste de type définition avec unicité. R(x,D:...,D%) sera identique au 
cas où on aurait comme définition auxiliaire principale « Il existe x tel que Dai(x, D:...,Dx) », et Per 
aura la même signification que (Par,Peñr,Pes), avec Peji :Def(x), R(&D:,.,Dx), Pa :Def(y), 
R(y,D:,..,Dx), Pas :X5y. 


On généralise ce qui précède dans le cas où on a (x1,..X:) est un symbole particulier associé à 
une définition auxiliaire Dax(01,.,01,D:1,.,Dx). 


(3)PROPOSITION AUXILIAIRE PRINCIPALE. 


Si P; contient une proposition auxiliaire (ou est elle-même du type) Pax(D1,..,Dr,C1,.,Cp) telle 
que: 


-Les symboles particuliers pré-définis au sens strict associés à des définitions auxiliaires de niveau 0 
(pas au sens d’une fonction-concept) utilisés par Pa(D:..,Dx, C1,.,C,) sont D:..Dx. De plus, les 
définitions de D:,..,D, sont des définitions auxiliaires principales. 
-C:,.,C, sont les concepts généraux non-flous pouvant représenter un unique objet utilisés par 
Paux( Di- Dk C1,-,Cp) qui n’appartiennent à aucune définition auxiliaire ou qui sont utilisés pour définir 
implicitement par des combinaisons de fonctions-concepts des symboles particuliers n’appartenant pas 
à des définitions auxiliaires. 
- Pax(Di,..,DxC1,.,CP) ne contient pas de définition auxiliaire principale et n’est pas une définition 
auxiliaire principale et n’est pas contenue par une définition auxiliaire principale. 
- Paux(Di,..,Dx,Ci,.,C)) est nécessairement vraie si Pı est vraie, d’après les concepts primitifs 
relationnels utilisés par P:. 
- Paux(D1,..,Dk, C1,- Cp) n’est pas de la forme « Pauxa et Paux » (OU « Pauxa > PauxB Y), Pauxa et PauxB 
propositions auxiliaires indépendantes. 

Alors on dira que Pax(D:,..,Dx,C1,.,C,) est une proposition auxiliaire principale. 
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Par exemple si P, est de la forme : Pour tout x tel que D(x), « Q(x) est équivalent à R(x) » , 
alors « Q(x) est équivalent à R(x) » sera une proposition auxiliaire principale. 


Alors, d’après les règles syntaxiques du code Platoniste C : 
-Si Paux( Dis, Dr, CC) est irréductible au sens strict, on remarque qu’alors P,(D:,.,Dx, C:,.,C,) ne 
contient nécessairement aucune définition auxiliaire de niveau 0 car sinon celle-ci serait une définition 
auxiliaire principale, et par conséquent elle ne contient aucune définition auxiliaire. (Utilisant que que 
d’après la définition d’une proposition mathématique simple, si dans une proposition mathématique 
simple une proposition auxiliaire P.x1 Contient une partie d’une proposition auxiliaire Pax2, alors ou 
bien Pa contient strictement P, ou bien Pa contient strictement Pa, ou bien Pauxi est identique à 
Pa). Alors, PI-(P,) contiendra nécessairement une proposition élémentaire Platoniste stable de type 
relation de la forme Par :R(D:,.,Dk,C1,.., Ch), n’appartenant à aucune proposition Platoniste auxiliaire 
(et donc étant l’une des propositions élémentaires Platonistes constituant P;) et avec pour tous objets 
mathématiques non-relationnels et différents de EMP D:6,,D40,C10:Cp0 > Paux(D105:Cpo) est 
équivalent à R(D:,.,Cpo).On dira que Par :R(D1,.,Dk,C1,.. Cp) est la signification Platoniste 
généralisée relationnelle de Paux(Di,.., Dr, C1, Cp). 

On remarque que si P; ne contient aucune définition auxiliaire, alors P, sera identique à 
Pax(D1,..,Dr, Ci). 


-Si Paux(Di,, Dr, Ci:,C,) n’est pas irréductible au sens strict mais s’exprime en fonction des 
propositions irréductibles au sens strict Pi1(0°11,...,0°1n),..,Pi( Ou, Or) et de concepts primitifs 
relationnels, avec les O’, parmi D:,..,C,, alors PIC(P;) contiendra alors nécessairement une proposition 
élémentaire de type relation composée la constituant, dite signification Platoniste généralisée 
composée de Pax(D1,.. Dk, C1,.,C%) , obtenue en remplaçant dans Pax(Di,.,Dx, Ci1,.,Cp) chaque 
P(0’;1,., 0j) par sa signification Platoniste généralisée relationnelle qui est une proposition 
élémentaire Platoniste de type relation définie comme suit : 

(DSi Pii(O” 1.0”) contient au moins une définition auxiliaire et Plco(Pi(O”;1,.., 0°) =Ø, alors sa 
signification Platoniste généralisée relationnelle sera «1=2» si Pij ne contient aucun O’, et 
CRmP(O’1:..0° ir) » dans le cas contraire. 

Ple(Pii(O”;1:..,0’irp)), Signification Platoniste de la proposition auxiliaire P;:,(0’;:..,0”i), 
sera d’après les règles syntaxiques de convention du code C, identique à la signification Platoniste 
d’une proposition identique dans un texte, cette proposition utilisant des concepts particuliers non- 
flous pré-définis et des concepts généraux pouvant représenter un unique objet n’appartenant pas à des 
définitions auxiliaires représentés par les symboles O’;,..,0”;, et cette proposition étant précédée de 
propositions vraie. 


(Si Pi(O”;,.,0”jp) contient au moins un O’js et ne contient aucune définition auxiliaire, sa 
signification Platoniste généralisée relationnelle sera la même que si elle avait été une proposition 
auxiliaire principale irréductible de P4, telle qu’on l’a défini plus haut. 


Gi)Si Pi(O’,.,0”jg) contient au moins un O’j, au moins une définition auxiliaire et 
Ploc(Pi(O” 100 jrgo)) est une proposition Platoniste utilisant chaque O’;4 (identifiant chaque O’ jso 
avec un concept particulier non-flou pouvant représenter un unique objet O9), alors sa signification 
Platoniste sera R;(0”;:,.,0”;), avec pour tous objets mathématiques non-relationnels et différents de 
PEMP O’jio 3e Oro R;(O’ 10-0 ro) est équivalent à Plo(Pii(O” 105.0 ro). On dira que 
Ri(O’;,..,0”;g) a comme signification Plc(Pi(O”;1,..,0”;p)) puisque par définition on obtient 
Plo(Pi(O” 13.0 ir) en remplaçant dans PlcG(Pi(O”;10,..,Oirço) chaque O’;s par O’ js. 
Plc(Pii(O” 10. Oro) sera d’après les règles syntaxiques de convention du code C, identique 
à la signification Platoniste d’une proposition identique à P;(0’;10,..,0’;o) dans un texte, cette 
proposition utilisant des concepts particuliers non-flous pré-définis représentés par les symboles 
O’i10:Ojgo et étant précédée de propositions vraie. On verra que cette signification Platoniste 
s’obtient exactement de la même façon que celle de Pı, avec la seule différence qu’elle peut utiliser 
des concepts particuliers non-flous pré-définis. 
On verra plus loin que les règles syntaxiques du code Platoniste C qu’on a données permettant 
d’obtenir d’obtenir PI-(P,) sont en accord avec la définition précédente de façon évidente. En effet, on 
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donnera plus loin les règles syntaxiques du code C permettant d’obtenir la signification Platoniste 
d’une proposition mathématique simple P:(0:,.,0,), utilisant les concepts particuliers non-flous pré- 
définis O:,.,0,,et aucun Cs, P; étant précédée de propositions vraies. On vérifie que ces règles 
syntaxiques sont en accord avec notre définition de PIc(P:(C:,.,C,)). On aurait pu alternativement 
donner ces règles syntaxiques, puis, utilisant la définition précédente, en déduire les mêmes règles 
syntaxiques du code C permettant d’obtenir Ple(P:(C1,.,Cp)) que celles qu’on a données. Cependant 
dans le cas où Plc(Pi(O”;10,.., 0 io) ne contient pas certains symboles K:6,.,K: parmi O’;j10,..,0° iro 
alors on remplacera Plc(Pi(O”50,..,0ipo)) par Plea &«Pi(O’10.., io) » et Kio=Kio et..et 
Ko=Ko »). 


(iv}Si Pij ne contient aucun O’; et Pl-G(P;;) est une proposition Platoniste, sa signification Platoniste 
généralisée relationnelle sera R;(1), Rj étant une relation non-floue définie par: Pour tout objet 
mathématique non-relationnel et différent de PEMP O;, Rj(O;) est équivalent à «Plec(« « Pij » et 
OO, »). On dira que R;(1) a comme signification « « Pleo(« « Paj » et 151 ») 


On rappelle qu’on dira que la proposition élémentaire Platoniste de type relation composée 
obtenue est la signification Platoniste généralisée relationnelle composée de Pax(D1,..,Dk, C1,.,Cp) - 


On remarque que dans le cas où une des propositions P;(0’;,...,0”;5) est telle que 
Ploc(Pi(O” ji- -O° ir) =Ø, alors PI(P;) ne contiendra pas les propositions élémentaires Platonistes 
de type relation définissant les symboles définis dans P;:(0°;1,...,0”;). 

Réciproquement, toute proposition élémentaire Platoniste de type relation constituant PIC(P;) 
(et donc n’appartenant pas à une proposition Platoniste auxiliaire de PIc(P:)), correspondra 
nécessairement à une proposition auxiliaire Principale contenue par P1. 

Dans le cas où P; étant une proposition précédée de propositions vraies, P; définit une fonction- 
concept F en utilisant des expressions du type F(E:...,E,) dans des propositions auxiliaires principales 
(Les E; étant des symboles particuliers pré-définis ou obtenus à l’aide de combinaisons de fonction- 
concepts pré-définies et de symboles particuliers non-flous pré-définis), on considèrera alors 
F(E1...,E,) comme un symbole particulier non-flou pré-défini, ce qui signifie par exemple que si PIc(P;) 
est constitué d’une proposition élementaire de type relation R(G:...G.), certains Gj pourront être du 
type F(E:,..,E,). Ce sera notamment le cas si on définit une fonction-concept récursive (Voir le premier 
article). 


On a vu précédemment que si Pı contenait une définition auxiliaire D:(x,D1,.., DL), celle-ci 
contenant au moins une définition auxiliaire, Plc(P;) pouvait contenir la proposition élémentaire 
Platoniste de type définition Pelp; :Def(x),Ri(x,D:...,Dx), avec Ri(x,D:..,Dx) a comme signification 
Plec(« Dauxi(x,D1,.., Dr) et Hı=H; et..et H=H, »). 

Or d’après les règles syntaxiques du code Platoniste C, on n’obtiendra pas de la même façon la 
signification Platoniste généralisée d’une proposition auxiliaire contenue (au sens large) dans une 
définition auxiliaire, et en particulier la signification Platoniste de Di(x,D:,..,D4), de la même façon 
que la signification Platoniste généralisée de propositions auxiliaires non contenues dans une 
définition auxiliaire, comme par exemple P; et les propositions auxiliaires principales de P:. 

D’après les règles syntaxiques du code Platoniste C, Pax étant une proposition auxiliaire 
irréductible contenue par une définition auxiliaire et contenant au moins une définition auxiliaire (Au 
sens large. Par exemple on pourra avoir Pux identique à D.(x,D:,..,D4) si celle-ci est irréductible), les 
propositions élémentaires Platonistes de type définition constituant Pux seront définies de la même 
façon que lorsque Pax n’est pas contenue par une définition auxiliaire, à partir des définitions 
auxiliaires principales de P,wx. 

Il n’en sera pas de même pour les propositions élémentaires Platonistes de type relation 
constituant Pax, même si on les obtiendra toujours à partir des propositions auxiliaires principales de 
Pax- Dans ce qui suit on suppose toujours D,:(x,D:,.,DK) irréductible et contient au moins une 
définition auxiliaire. 

Par exemple, supposons que Daxi(x,D1,..,DK) contienne une proposition auxiliaire principale 
irréductible Pawx(Hi,..,H4,C1,..,Cp). (On rappelle qu’alors nécessairement Pax(H:,.,H4,C:,.,C,) ne 
contiendre aucune définition auxiliaire), les H; étant des symboles particuliers non-flous pré-définis au 
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sens large et les C; des concepts généraux non-flous pouvant représenter un unique objet. Alors 
Plcc(Dauxi(X,D1,..,Dx)) contiendra nécessairement (si elle est différente de l’ensemble vide) une 
proposition élémentaire Platoniste de type relation la constituant Pelr :R(H:,.,4,), R étant une relation 
non-floue d’ordre de multiplicité q définie par, pour tous objets mathématiques non-relationnels et 
différents de PEMP H6,,Ho R(Hi6,.,H4o) est équivalent à Paux(H10,--Hq0C1--Cp). On dira que 
R(H:..,H4) est la signification Platoniste généralisée relationnelle de Pax(Hi,..,Cp). Cela n’était pas le 
cas pour une proposition auxiliaire principale de Pı. Cependant, les significations Platonistes 
généralisées sont identiques dans les 2 cas si la proposition auxiliaire principale considérée ne contient 
pas de concepts généraux non-flous. Dans le cas où la proposition auxiliaire considérée est du type 
Pax(C1,..,Ch), c'est-à-dire qu’elle ne contient aucun symboles particuliers non-flous pré-définis, alors 
sa signification Platoniste généralisée relationnelle sera identique à ce qu’elle serait si elle était une 
proposition auxiliaire principale de P:. 

D’après les règles syntaxiques du code Platoniste C, ce qui précède sera vrai pour l’obtention 
de la signification Platoniste généralisée relationnelle de toute proposition principale irréductible d’une 
proposition auxiliaire contenue par Duxi(x,D1,..,Dx). Au contraire on obtiendra la signification 
Platoniste généralisée relationnelle de toute proposition auxiliaire principale irréductible d’une 
proposition auxiliaire de P, non contenue par une définition auxiliaire de la même façon que pour 
obtenir la signification Platoniste généralisée relationnelle d’une proposition auxiliaire principale 
irréductible de P}. 


Si Dax(x,D1,..,Dk) contient une proposition auxiliaire principale non-irréductible Paux(H1,.,Ha), 
H:,..H, symboles particuliers non-flous pré-définis au sens large, Paux(Hı,.,Hq) étant constituée de 
propositions auxiliaires indépendantes irréductibles P;:(0°;1,..,0°;) , les O”; étant parmi H:..,H alors 
Plcs(Daux(X,D1,..,Dx)) contiendra nécessairement (Si elle est différente de l’ensemble vide) une 
proposition élémentaire Platoniste de type relation la constituant obtenue en remplaçant dans 
Pax(Hi,.,44) chaque P;(0°;1,.,0°;5) par sa signification Platoniste généralisée relationnelle, celle-ci 
étant définis par les mêmes points (1), (ii), (ii), (iv) précédents, avec les différences suivantes : 

-Dans les points (i) et (iii), les O’;, ne représentent pas de concepts généraux non-flous 
pouvant représenter un unique objet. De plus la signification Platoniste généralisée de P;:(0”;1...,0°;) 
est celle d’une proposition auxiliaire contenue par une définition auxiliaire de P:. 

-Dans le point (ii), la signification Platoniste généralisée relationnelle d’une proposition 
auxiliaire principale irréductible est celle d’une proposition auxiliaire contenue par une définition 
auxiliaire. 

-Dans le point (iv), si la proposition irréductible considérée P;:; contient au moins une 
définition auxiliaire, a une signification Platoniste différente de l’ensemble vide et ne contient aucun 
symbole particulier non-flou pré-défini O’;, sa signification Platoniste relationnelle sera la même que 
si elle avait été une proposition irréductible constituant une proposition auxiliaire principale de P;, et 
donc de la forme R;(E:..E), si elle contient au moins un concept général non-flou ne pouvant 
représenter qu’un unique objet E, n’appartenant pas à une définition auxiliaire contenue par 
Dax(X,D1,..,Dx) (Piy étant donc de la forme P;:(E:...,E.)) ou R;(1) dans le cas contraire. On dira alors 
respectivement, en conservant les mêmes notations, que Rj(E:,.ËE;) a comme signification 
PI P;(E1,.,E,)) (ou PIC(& « P;:(E1,..,E,)) » et K:=K; et.et K=K;») et que R;(1) a comme signification 
Ple( « « Pij » et 1=1 »). 

On dira que la proposition élémentaire Platoniste de type relation composée obtenue est la 
signification Platoniste généralisée relationnelle composée de P(H:...,H). 


Jusqu’ici on a supposé P; irréductible. D(x,D:,..,D4) pourra contenir au moins une définition 
auxiliaire et être défini par des propositions auxiliaires irréductibles indépendantes Pawxi(E; 1,….E;r)) 
(aussi notées Pauxi, les Ejs étant parmi x,D:...,D, et des concepts primitifs relationnels parmi « Non », 
«et» , «ou»... Si tel est le cas Plcc(Daxix,D1,..,Dx)) sera obtenu en remplaçant dans 
Dauxi(X,D1,..,Dx). Dauxi(x,D1,..,D,) chaque Pa; par : 

-Dans le cas où PA; contient au moins une définition auxiliaire : Plc(Panx) si celle-ci est une 
proposition Platoniste, Rimp(E;1,.,Ejrj) Si Pauxj contient au moins un Ess) et Ploc(Paux)=@, et « 1=2 » si 
Pa ne contient aucun Esr) et Plcc(Pauxj) =Ø. 
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-Dans le cas où PA; ne contient aucune définition auxiliaire, la proposition Platoniste 
constituée de R;(E; 1,..,E;), Rj étant la relation on-floue définie par : Pour tous objets mathématiques 
non-relationnels et différents de l’EMP E; 10,..,Ejr(o; Ri(B; 10. Ego) est équivalent à Paxi(E; 10... Expo). 
(On remplacera les Ejs par les H;;, concepts généraux non-flous pouvant représenter un unique objet 
contenus par PA; dans le cas où Pauxj ne contient aucun E,;.). 


Il y aura cependant une exception dans l’obtention précédente de Ples(Dawi(x,D1,..,Dk)) si 
Daxi(x,D1,..,Dx) est du type « Pauxiet...et Pauxp » (« et » pouvant être remplacé par «, » si «, » a comme 
signification « et »), les PA; étant irréductibles (toujours implicitement au sens strict si on ne précise 
pas). On notera PlccremP(Pauxÿ) la proposition Platoniste qui doit remplacer Paxj dans la définition 
précédente. Alors d’après les règles du code Platoniste C , on aura Pl(Dxix D:,..,DK)) est la 
proposition Platoniste irréductible (PlcoremP(Paux1);. PICGREMP(Pauxp)), avec évidemment la convention 
que si on a 2 propositions Platonistes Pa : (PellA,.,PelrA) et Ph :(PellB,..,PelsB), alors (Pp14,PpiB) a 
la même signification que la proposition Platoniste(Pell A,..,PelsB). 


De plus, pour que P, (ou P; avec i>1) ait une signification Platoniste qui soit une proposition 
Platoniste, nécessairement, d’après les règles syntaxiques du code Platoniste C, tout symbole 
particulier, tout concept général, tout symbole représentant une relation non-floue contenue par P:, 
appartiendra à une définition auxiliaire principale ou à une proposition auxilaire principale ou sera un 
symbole particulier associé à une définition auxiliaire principale. On pourra donner des règles 
syntaxiques définissant formellement les cas de proposition auxiliaire principale, obtenue à partir de la 
définiton générale donnée plus haut. Par exemple si P; (ou P;) ne contient aucune proposition 
auxiliaire exceptée elle-même, alors P, (ou P;) sera une proposition auxilaire principale. 

On admettra, d’après les règles syntaxiques du code Platoniste C, que les propositions 
élémentaires Platonistes constituant PIc(P;) seront dans le même ordre dans PIC(P;) que celui 
d’apparition dans P; des définitions auxiliaires principales et propositions auxiliaires principales 
auxquelles elles correspondent. Il en résulte que si on a 2 significations Platonistes de P; PlcA(P;) et 
Plcg(P:), alors si PlcA(P;) est de la forme (Pia. Pema), nécessairement Plcg(P;) sera aussi de la forme 
(Peus;..Peps), les propositions élémentaires Platonistes et les définitions élémentaires Platonistes étant 
les mêmes termes. 


(j4)La dernière règle syntaxique du code Platoniste C concernant une proposition mathématique 
simple irréductible, appelée «règle finale syntaxique du code Platoniste C » (Même si on pourra 
rajouter des règles syntaxiques, elle sera toujours considérée comme la dernière) sera que si d’après 
toutes les autres règles syntaxiques du code Platoniste C on a « P est éq uivalent à (ou a comme 
signification Platoniste) une proposition Platoniste » est indécidable, alors on aura: «P n’est pas 
équivalent à une proposition Platoniste ». 


(j5)Si P, est une proposition mathématique simple irréductible qui n’est pas équivalente (dans T sur C) 
à une proposition stable Platoniste (d’après les points j1 à j4), alors on aura par définition PIc(P:) est 
©. 


Dans le cas où P; est une proposition mathématique simple qui n’est irréductible au sens strict: 
(h1)Si P; est une proposition mathématique simple utilisant les propositions auxiliaires mathématiques 
simples irréductibles au sens strict indépendantes Q:,..,Q1, alors P; sera équivalente à PIC(P;), PIc(P;) 
étant obtenu en remplaçant dans P; Q; par Ple(Q;) si Q; est équivalente à une proposition stable 
Platoniste Plc(Q;) (conservant les concepts et, ou, Non, etg, oug ...et par « 1=2 » sinon. Dans ce 
dernier cas, Plc(Q;) ne contiendra pas les propositions élémentaires Platonistes de type définition 
définies dans les définitions auxiliaires contenues par Q;. Et donc on aura alors nécessairement P; a 
une proposition stable comme signification Platoniste à laquelle elle sera équivalente dans T sur C. 


(ii)Si P; est une proposition mathématique simple telle que PIc(P.) est une proposition Platoniste stable 
qui est vraie, on dira que P, est vraie dans le texte T sur le code C. Si elle est une proposition 
mathématique simple avec PI-(P;) est une proposition Platonsite qui n’est pas vraie, on dira alors 
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qu’elle n’est pas vraie (ou qu’elle est fausse) dans le texte T sur le code C. Si PIc(P.) est Ø, on dira que 
P; n’est pas vraie dans T sur C. 

Si P; n’est pas vraie, alors on admettra par définition d’un code Platoniste C que dans T, pour 
1, Plc(P;)=Q. 


Par exemple si on a la proposition P; :« (N,+\) est un groupe » (identifiant (N,+\) avec un 
concept général non-flou représentant un unique objet), Pı pourra être mis sous la forme de la 
proposition auxiliaire principale irréductible Paux((N,+n)), et aura comme signification Platoniste 
Par :R((N;+N)) : « (N,+yn) est un groupe ». On aura bien alors pour tous objets non-relationnels et 
différent de EMP O;set Oo, R(O10, O20) est équivalent à Paux(O10, O20). 

Si on a la proposition P,: «(1+N2)*x3=6 », P; sera elle-même une proposition auxiliaire 
principale de la forme P,,(1,+x,2,*XN,3,6), et on pourra identifier « (l+n2)xXn3 » avec un symbole 
particulier obtenu par une combinaison de fonction-concepts et noté : E(1,+%,2,Xn,3). 


Gii)Si P1,...,P;: sont des propositions vraies de T, et si Plc(P:),.,Plc(P;::) entraînent que P; est 
équivalente (dans le texte T sur C) à une proposition stable platoniste, celle-ci sera une signification 
platoniste de P; dans T et sera notée Ple(P;). 

(On définira « P; est équivalente (dans le texte T sur C) à une proposition stable Platoniste PI-(P;) de la 
même façon que «P, est équivalente à une proposion stable Platoniste PI-(P;) », (P; étant donc 
nécessairement une proposition mathématique simple) en ajoutant, dans le cas où P; est irréductible au 
sens strict: 


-Dans (j3) et (j2) (de (i)), P; étant une proposition mathématique simple irréductible, D....,Dx pourront 
être parmi les concepts particuliers pré-définis O1,..,0, utilisés par P:(0:,..,0,). 


-Dans le cas où P; est une proposition mathématique simple qui n’est pas irréductible au sens strict, on 
obtient PI-(P;) de la même façon que pour P, dans le cas où P; n’est pas irréductible. 


(iv)Comme pour P4, si PIc(P;) est une proposition Platoniste vraie, on dira que P; est vraie dans le texte 
T sur le code et si c’est une proposition Platoniste fausse, que P; n’est pas vraie ou qu’elle est fausse 
dans le texte T sur le code C. 

Si pour i on a Plc(P;) est fausse alors pour j>i, PI(P;)=@. 


On remarque que notre définition d’une proposition mathématique simple vraie donnée dans le 
article (” ne sera valide que si elle appartient à un texte T sur un code C, toutes les propositions la 
précédant dans ce texte étant vraies. 

On verra plus loin qu’un autre type de proposition qu’une proposition mathématique simple, 
appelée proposition mathématique conditionnelle, pourra avoir une signification Platoniste qui est une 
proposition stable Platoniste. 


1 ier 


b)Tout code Platoniste C (S,Rc) admettra un Texte sur S appelé hypothèses de C et noté H(C) 
contenant des propositions équivalentes à des relations (ou objets mathématiques relationnels) entre 
des objets mathématiques qui sont vraies. H(C) contiendra les fondements de la TMP notamment 
l’Axiome 1.1 ®, la définition d’une relation floue et celles des ensembles ou d’un couple. H(C) sera 
utilisé pour obtenir PI-(P;), P; étant une des propositions d’un texte T. 


c)On a vu que les propositions Platonistes stables ne permettaient pas de définir un concept général 
non-flou «un Cı » ou un concept relationnel général représentant une unique relation non-floue 
«Ra», puisque « «un Cı »est un concept général non-flou » et « R& est un concept relationnel 
général représentant une unique relation non-floue non-floue » n’étaient pas équivalents à des 
propositions mathématiques simples. Pour qu’un texte T puisse définir un concept général non-flou 
«un Cı » et une relation non-floue Ro, on admettra que dans tout code Platoniste C un texte T peut 
aussi contenir des propositions Q;1 (Qi; étant une proposition succédant immédiatement à P; ) de la 
forme: 
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Qi: ((un) Cı): « « (un) Cı » est un concept général non-flou (pouvant représenter un unique objet 
mathématique) ». 
Q; (no) : « ng est un concept général non-flou flottant. » 

On rappelle que si ng est un concept général non-flou flottant, il pourra être identifié avec un ou 
plusieurs concepts généraux non-flous pouvant représenter un unique objet. Dans ce cas, d’après les 
règles syntaxiques de convention, si Q;i(n«) est immédiatement suivi d’une proposition P;, avec 
PL P;:1) Pair :Rnc), R relation non-floue n’étant pas la relation impossible, alors ng pourra être 
identifié avec tout concept général non-flou Oog (c'est-à-dire pouvant représenter uniquement Oo) tel 
que R(Oo) est vraie. On dira que Pe(Pi+ı) est la définition du concept général non-flou flottant C.. Elle 
pourra aussi être du type Plc(P;:1) : Paix : R(nc,h1G:..,0xG Cols, Com), AVEC Nc1,..,nax Concepts généraux 
flottants pré-définis et Ci1,..,Com Concepts généraux non-flous pré-définis ne pouvant représenter 
qu’un unique objet. nic.. Ngo étant identifiés avec n106,..,0k06, Ng pourra être identifié avec tout O tel 
que R(O,n106:. 140601 Com) On pourra aussi avoir Ple(Pin): Pain: Racine (Mc 
Dn(1)Gs--0m(s)G5C015- Com); LES Dj) Et Nma) constituant nic,- Ngo, AVEC RG... nc relation non-floue 
flottante de paramètres niaya». -Nwa 

Par définition, n16,..,n«6 étant des concepts généraux flottants pré-définis, une relation non- 
floue flottante Rais, de paramètres Nic,.. Nyo est un symbole tel que si n16...,nxa sont identifiés 
simultanément à n106,..,n406 alors ce symbole sera identifié à une unique relation non-floue notée 
Ra10G,..nk0G- 

On dira alors que les propositions précédentes Pi} sont des propositions élémentaires 
Platonistes flottantes car elles sont analogues à des propositions élémentaires Platonistes mais 
utilisent des concepts généraux flottants. Les propositions précédentes P;,, seront des propositions 
mathématiques simples flottantes et on montrera plus loin comment obtenir la signification Platoniste 
de telles propositions. On dira que ce sont les définitions du concept général flottant na. 

On pourra aussi avoir les propositions : 

Q; ı (F) : « F est une fonction-concept » (On a défini dans le 11" article (” une fonction-concept comme 
un concept général non-flou particulier). 

Q; ı (F) pourra (non nécessairement) être suivi d’une proposition Platoniste définissant Dep(F) puis 
d’une proposition Platoniste (Pell,Pel2), avec Pell :Def(t), Rift): «t appartient à Dep(f)» et 
Pel2 :Ra(F(t),t). Ce nouveau type de proposition élémentaire Platoniste utilise F(t) de la même façon 
qu’un concept particulier non-flou pré-défini. Pel2 pourra aussi être une proposition élémentaire 
Platoniste classique du type : Pel2 : &R(t) est équivalent à R(t) », avec Ri(t) : «t appartient à F» et 
R, relation non-floue. 

On pourra aussi utiliser des propositions définissant des concepts généraux paramétrés du type : 

Qi, (CniG,.npa) :  Cni6,.np6 est un concept général non-flou (pouvant représenter un unique objet) 
paramétré de paramètres n16,..,np6. » 

Par définition, Cu. npc peut représenter un unique objet signifiera que nour tous nioc,- .,Npog pouvant 
être identifiés avec n16,..,np6, Cn10G,...npoa est un concept général non-flou pouvant représenter un 
unique objet. 

Q; ı pourra alors être suivi d’une proposition P;:. telle que Plc(P:1) Pers 11, Peri+1,2 avec : 

Paix 1 ;:Def(x),R:1(X),R1(X) : «x est un objet mathématique non-relationnel et différent de l’'EMP. Et 
Paisi2 RoniG,...npo(X):« x appartient à Cuc.me > est équivalent à «Raoa, Z, 
An(1)65-m(93G:Co01:-. Com) X », les Njima Et Nmma Constituant Nic,- Npe- Nig,- Npa étant identifiés 
simultanément à n:66,..,0506 Cn10G,.npoc Sera le concept général non-flou pouvant représenter tout Oo tel 
que R;c50G,..ni(0)G (Oo; Nm(1)0G»--Nm(s)06C01>---C0m)- 

On dira que P; est la définition du concept général non-flou paramétré C6, npG- 


On pourra aussi utiliser des propositions du type : 
Q; (R) « Re est un concept relationnel général représentant une unique une relation non-floue (d’ordre 
de multiplicité na)» (nc étant un concept général représentant un unique naturel non nul). (Les 
parenthèses indiquent que les temes qu’elles contiennent peuvent être omis). 
Qi (RniG,...nka) : « Ra1G...nk6 est une relation non-floue flottante de paramètres n16,..,nx6 ». 
Qi (Rnis,.nka) : « R est la relation non-floue induite par Rn1G,.. nka. » 

La proposition Platoniste relationnelle précédente signifiera que R est une relation non-floue 
telle que pour tous objets mathématiques non-relationnels et différents de PEMP O10,..,Oķ+10, 
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« R(O:0,.. Oxx10) est vraie est équivalent à nc1,...,nc« peuvent être identifiés simultanément avec 
O6. Oxoc et Ro1oG..okoc(Ok+10) est vraie ». On justifie aisément que R est une relation non-floue. 


Pour exprimer une définition récursive, on utilisera : 

Qi (toor) : Ktonr est un concept général non-flou (flottant) premier terme de la définition récursive 
DR ». 

Q; (Drror) : « Drrpr (OU DprprGniG..nka) est la relation non-floue (flottante) propriété récursive de 
DR » 

Q; (Drcor) : « Drepr (Ou DrchRGn1G..nka) est la relation non-floue(flottante) clause de récursion de 
DR ». 

Si on définit DR en utilisant les concepts généraux flottants nc1,...,ncx, (par exemple si tonr est 
un concept général flottant) alors « est un terme de DR » sera identifiée avec une relation non-floue 
flottante R;c1..nGk 

On dira que les propositions précédentes Q; sont des propositions Platonistes relationnelles. 

Si toutes les propositions précédant Q; dans le texte T considéré sont vraies, alors on dira Q;: 
est vrai dans le texte T sur C et Plc(Q:1)=-Qi1. Sinon, on dira que Q; n’est pas vraie (ou est fausse) 
dans le texte T sur C et Ple(Q; )=Ø. 

Après une proposition Platoniste relationnelle du type Q; (un C:) ou Q; (F) ou Q; (Ro), une 
proposition mathématique simple du texte T considéré pourra utiliser « F », « Ro » ou « un C; ». 


d)On a vu que O(0:,..,0,) étant un concept particulier non-flou, on pouvait définir O(O:,..,0,) sans 
paramètres fixes qui était un concept général non-flou. On pourra donc utiliser ce type de concept 
général non-flou dans des propositions pour définir des concepts généraux non-flous ou des relations 
non-floues. 


e)On admettra par définition que dans tout texte vrai T(P:,.,P,) et dans tout code Platoniste C, pour 
qu’une proposition P; puisse utiliser un concept particulier non-flou pré-défini O;, on doit avoir une 
proposition vraie Pj avec j<i telle que P; est constituée d’une unique définition auxiliaire principale 
définissant O}. 


f)On verra plus loin qu’un texte T pourra contenir aussi des propositions mathématiques appelées 
propositions mathématiques  conditionnelles et de la forme Cond(« Qu») ou 
Cond(« Qui) »/../Cond(« Qu») ou Uÿ/Cond(« Qui »/../Cond(« Qnup »), Ui, Qu; étant des propositions ne 
contenant pas « Cond». On verra plus loin que de telles propositions mathématiques conditionnelles 
pourront avoir des signfications Platonistes qui sont des propositions Platonistes ou alternativement 
des propositions Platonistes conditionnelles (qu’on définira plus loin) ou l’ensemble vide, d’après les 
règles syntaxiques du code Platoniste C. La chaîne de caractère «Cond» ne pourra pas êtrev 
employée dans une chaîne de caractères constituant un concept général non-flou ni une relation non- 
floue. 


g)On a donné les règles syntaxiques du code Platoniste C permettant d’obtenir la signification 
Platoniste d’une proposition mathématique simple non-flottante, c'est-à-dire n’utilisant pas de 
concepts généraux flottants. On généralise facilement ces règles syntaxiques permettant d’obtenir la 
signification Platoniste d’une proposition mathématique simple flottante en remplaçant les relations 
non-floues utilisées dans les propositions élémentaires Platonistes par des relations non-floues 
flottantes de type Ra. np. Celles-ci pourront être utilisées pour définir des concepts généraux non- 
flous flottants ou des concepts généraux non-flous paramétrés. 

Considérons une proposition mathématique simple flottante P(n16,..,nx6,01,..,0ù), les npg étant 
des concepts généraux non-flous flottants pré-définis et les O, des concepts particuliers non-flous pré- 
définis ou des concepts particuliers non-flous paramétrés de paramètres parmi n16,..,nx6, Certains Npa 
pouvant être utilisés dans P; comme paramètres de relation non-floue flottante ou de concepts 
généraux paramétrés. 

Alors d’après les règles syntaxiques du code Platoniste C on obtiendra la signification 
Platoniste Plc(P:(n16,..,nx6,01,..,0:)) en obtenant, pour tout n106,..,nxoc auxquels on peut identifier 
D1G,..,0x6, la Signification Platoniste PIc(P;(n106,..,nx06,01,..O)), celle-ci étant identifiée avec une 
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proposition mathématique simple non-flottante, dans laquelle les concepts généraux non-flous flottants 
isolés sont identifiés avec des concepts généraux non-flous pouvant représenter un unique objet, les 
relations non-floues flottantes dont identifiées avec des relations non-floues et les concepts généraux 
non-flous paramétrés, sauf dans le cas où ils peuvent représenter un unique objet, avec des concepts 
généraux non-flous pouvant représenter au moins 2 objets, même si dans certains cas ils ne peuvent en 
représenter qu’un seul. Ceci a par exemple comme conséquence que si Cm(1)G,.m)a Est un concept 
général non-flou paramétré on ne pourra utiliser Cx06,.mpocs dans une proposition élémentaire 
Platoniste de type Pa : R(Cm(1)06,.m(p)06- Ont} On), Sauf dans le cas où Cx(106,.mp06 peut représenter 
un unique objet pour tous Mm{106,..,M)oc auxquels on peut identifier simultanément m(1)6...,Mm(p)c. 

Alors d’après les règles syntaxiques du code Platoniste C, PIc(Pi(n16,..,n16,01,..,0:)) sera 
constitué de propositions élémentaires Platonistes et de propositions élémentaires Platonistes flottantes 
et telle que, pour tous n106,.,x06 auxquels n16,.,nxc peuvent être identifiés simultanément, 
PL Pi n16.0k6O1:.,On))}n106,.nK0s (Obtenu en remplaçant dans PI (Pi(n6,..,nk6,0:,..,0,)) chaque nja 
par njog) soit identique à PI-(P:(n:106,..,0k06 O1, On)). 


D’après les règles syntaxiques de convention du code Platoniste C, si il existe n10,.,nxo tels que 
Nig,- Nga peuvent être identifiés simultanément à n106,.,nK06 et Plc(P:(n106:..,nx06,01,.., 0) est identique 
à l’ensemble vide, alors on aura PI(P;(n16,..,n16,01,..,0h)) est identique à l’ensemble vide. 


Cependant les propositions mathématiques simples non-flottantes seront beaucoup plus 
utilisées que les propositions mathématiques simples flottantes. On utilisera ces dernières en général 
seulement si on utilise l’Axiome de récursion. C’est pourquoi dans ce qui suit, sauf indication 
contraire on considèrera seulement des propositions mathématiques simples non-flottantes. 


h)On définit une proposition mathématique mixte exactement de la même façon qu’une proposition 
mathématique simple, mais comme une proposition qui n’est pas une propostion mathématique simple 
et qui peut utiliser des concepts particuliers mixtes non-flous et des concepts généraux mixtes non- 
flous, (ceux-ci étant définis de la même façon que des concepts particuliers non-flous et des concepts 
généraux non-flous mais pouvant représenter des objets mathématiques relationnels ou non- 
relationnels mixtes) et des relations mixtes non-floues (celles-ci étant définies de la même façon que 
des relations non-floues mais pouvant être vraies pour des objets mathématiques non-relationnels 
mixtes ou des objets mathématiques relationnels). Il en résulte qu’une proposition mathémtique mixte 
est non-floue. D’après les règles syntaxiques du code Platoniste C, on obtiendra la signification 
Platoniste d’une proposition mathématique mixte P de la même façon que pour une proposition 
mathématique simple. PIc(P) pourra être une proposition Platoniste mixte stable, définie comme une 
proposition Platoniste mais pouvant utiliser une relation mixte non-floue ou(et) des concepts 
particuliers mixtes non-flous. En général, on pourra toujours éviter l’utilisation de proposition 
mathématique mixte, sauf dans les fondements de la TMP. 


REMARQUE 2.234 : 


a)On remarque qu’ «une proposition stable Platoniste » n’est pas un concept général non-flou car on 
ne l’a pas associé à une définition générale non-floue. De même Rc n’est pas non plus une relation 
non-floue. Rc et « une proposition Platoniste » ou « un concept particulier non-flou » sont des outils 
para-mathématiques permettant d’étudier les objets de EMP. 


b)(S.Rc) étant un code Platoniste, un texte sur S noté T pourra donc contenir des propositions 
mathématiques simples, le code C permettant d’obtenir leur signification Platoniste, et des 
propositions mathématiques relationnelles. P; étant une proposition d’un texte T sur un code C, pour 
obtenir PI-(P;), le code C utilisera PI-(P:)...,PIc(P::), mais aussi les propositions Qj; avec j<i, et aussi 
l’hypothèse de C noté H(C). 


c)Dans ce qui suit on pourra noter T(P:,.,P,) un texte sur un code C sans expliciter les propositions 
Platonistes relationnelles de type Q; contenues par T. 
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d)L’Axiome 2.5Adu premier article ™ est alors une conséquence de la définition d’une proposition 
mathématique simple vraie telle qu’on l’a donné dans la section 2.23. En effet, P; étant une proposition 
d’un texte T(P.,.,P,) sur un code C, avec P....,P;. vraie, si P; est une proposition mathématique simple 
irréductible, P; est équivalente ou(exclusif) n’est pas équivalente à une proposition Platoniste (A cause 
de la règle syntaxique finale du code Platoniste C). De plus, si P; est équivalente à une proposition 
Platoniste Plc(P;), alors d’après un Théorème fondamental PIC(P;) est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie, 
tous les PIC(P;) étant équivalentes. Et donc, puisque si P; n’est pas équivalente à une proposition 
Platoniste alors P; n’est pas vraie (exclusivement), on a bien P; est vraie ou(exclusif) n’est pas vraie. 
On généralise immédiatement le cas où P; n’est pas irréductible. On peut cependant éviter l’utilisation 
de la dernière règle syntaxique du code Platoniste C pour le démontrer. En effet on a nécessairement P; 
a une signification Platoniste qui est une proposition Platoniste ou P; n’a pas une signification 
Platoniste qui est une proposition Platoniste. (Car par définition, si on n’est pas dans le 1°” cas ,on est 
dans le second). Or les 2 cas entraînent que P; est vrai ou(exclusif) n’est pas vraie. Et donc d’après la 
signification du concept relationnel primitif « entraîne », on obtient que P; est vraie ou(exclusif) n’est 
pas vraie. Notons que puisque par définition, si on a « P; a une proposition Platoniste stable comme 
signification Platoniste dans le code Platoniste C» alors on n’a pas «P; n’a pas une Proposition 
Platoniste stable comme signification Platoniste dans le code Platoniste C », on a bien « P; a comme 
signification Platoniste une Proposition Platoniste stable » ou (exclusif) « P; n’a pas une proposition 
Platoniste stable comme signification Platoniste dans le code C » , même si le code C ne contient pas 
la dernière règle syntaxique qu’on a donnée.. 

On utilise pour obtenir le résultat précédent le résultat fondamental qui est que d’après la 
définition des propositions auxiliaires principales et des définitions auxiliaires principales, si Ple(P;) 
est une proposition Platoniste stable toutes les significations Platonistes de P; sont équivalentes. On 
pourra démontrer formellement ce point par récurrence sur le niveau maximal des définitions 
auxiliaires contenues par P;, commençant par l’hypothèse que toutes les propositions auxiliaires 
principales contenues par P; sont irréductibles (Et donc sans définition auxiliaire). On dira alors que 
toutes ces propositions auxiliaires principales sont de degré 0. Puis on montre que ceci est vrai 
certaines propositions auxiliaires principales étant de degré 1, c'est-à-dire qu’elles ne sont pas 
irréductibles mais et que les définitions auxiliaires qu’elles contiennent (strictement) sont de niveau 
maximal 0. On généralise immédiatement la définition de degré d’une proposition auxiliaire 
principale, et on montre alors par récurrence sur le degré des propositions auxiliaires principales 
contenues par P; que toutes les significations Platonistes de P; sont équivalentes, quel que soit le degré 
des propositions auxiliaires principales qu’elle contient. 

On établit par récurrence le point précédent de la même façon que pour le cas de définition 
auxiliaires de niveau maximal 0 et des propositions auxiliaires principales de degré maximal 0 : 

Supposant P, proposition irréductible première proposition d’un texte, on considère 2 
significations Platonistes de P, PlcA(Pi): (Pelia,..Pelpa) et Ples(Pi) :(Pelis,..Pel,s) qui sont des 
propositions Platonistes stables. On montre alors que « PcA(P.) est vraie » est équivalent à « Plcg(P:) 
est vraie ». Pour cela, on suppose PICA(P;) vraie. 

On montre alors par une récurrence sur i : 


-Si PelA est un proposition élémentaire  Platoniste de type définition 
Pelia :Def(O;),R;A(O;,D:,..,DL), alors nécessairement : 
(i)Pel est nécessairement une proposition élémentaire  Platoniste de type 
Pelig ;Def(O;),Rig(0;,D’1,.,D’x), D’:,.,D’, étant les mêmes symboles que D;,.,D,, avec pour tous objets 
mathématiques non-relationnels et différents de EMP O:,D:0,..,Dxo, Ria(Oio,D10::,Dxo) est équivalent 
à Ri(Oio,D’10,:,Dx0). 
(H)Si S1,..,Sn) Sont des concepts particuliers non-flous définis dans (Pel:1...Pel;A), alors pour tous 
objets mathématiques non-relationnels et différents de EMP S:6,., Sao, S1:., Sn) définis dans PlcA(P:) 
peuvent représenter simultanément S:0,..,Snco est équivalent à S:...,S;5, définis dans Plcg(P;) peuvent 
représenter simultanément S10,.,Sao- 
(iii)« Pelia est vraie » est équivalent à « Pelig est vraie ». 
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-Si Pel;A est une proposition élémentaire Platoniste de type relation ou relation composée, 
correspondant à une proposition auxiliaire principale Pax(D1,..,Dx,C1,..,Cp) OU Panx, conservant les 
notations de la section 2.23, alors Pel, et Pelig sont équivalentes. 


Pour montrer les points précédents, il sera utile d’introduire dans le cas où Pel;, est une 
signification Platoniste relationnelle composée de Px(D:,..,Dx, C:...,C,), une proposition élémentaire 
Platoniste de type relation (non-composée) naturellement associée à la proposition élémentaire de type 
relation composée Pelia, et donc de la forme Ri4c(D:,..,Dk, Ci,., Cp) ou Riac(D:,.,Dr,Ci,Cp1,2). 


On généralise immédiatement ce qui précède : 
-P, n’étant pas irréductible. 
-Si on remplace P, par une proposition mathématique simple P:(0:,.,0,), les propositions précédant P; 
étant vraies. 
-Si on remplace PIC(P;) par Plec(Paux(O10,--Op0)), Paux(O1::,0,) étant une proposition auxiliaire pouvant 
donc utiliser des symboles particuliers non-flous pré-définis au sens large Oj qui ne sont pas des 
concepts particuliers non-flous. 
-Si on remplace P, par une proposition auxiliaire à l’intérieur d’une définition auxiliaire. (On a vu 
alors que sa signification Platoniste ne s’obtenait pas de la même façon que celle de P:). 


La relation Rc d’un code Platoniste C permet donc d’obtenir le contenu mathématique d’une 
proposition mathématique simple (Si elle en possède). Les règles syntaxiques qu’on a données en 2.23 
permettent d’obtenir une signification Platoniste qui est une proposition Platoniste stable pour la 
plupart des propositions mathématiques simples couramment utilisées en mathématique. 


e)On pourra aussi considérer que les règles définissant une proposition mathématique simple données 
dans la section 2.5 du premier article sont des règles syntaxiques du code Platoniste C. En effet, on a 
vu que pour qu’une proposition P puisse avoir une signification Platoniste PI-(P) qui soit une 
proposition Platoniste avec donc PR<PIC(P), P était nécessairement une proposition mathématique 
simple. Par exemple les règles syntaxiques de convention (symbolique) mais aussi les règles de 
ponctuation et des règles d'utilisation des concepts primitifs relationnels constituent des règles 
syntaxiques du code Platoniste C. 

On a les exemples suivants de règles syntaxiques de convention symbolique : f et a étant des 
symboles particuliers pré-définis « f(a) » aura la signification de « im(f,a) ». a et b étant des symboles 
particuliers pré-définis et R un symbole représentant une unique relation non-floue d’ordre de 
multiplicité 2, « aRb » aura la signification de « R(a,b)». A étant un concept particulier pouvant 
représenter seulement des (ou un) ensemble, « Pour tout x élément de A » aura la même signification 
que «Pour tout x tel que x est élément de A ». a et b étant des symboles particuliers pouvant 
représenter seulement des éléments de N, «ab » aura la même signification que « X\(a,b) ». (Et de 
même pour des éléments de Z,Q ou R). 

On admettra, dans tout code Platoniste C, toutes les règles syntaxiques induites par les 
conventions symboliques universellement admises dans toutes les théories mathématiques classiques. 


f)Si on a une proposition auxiliaire du type Pau : «Il existe un et un seul x tel que P,(x,0:,.,0,) », 
avec une relation non-floue d’ordre de multiplicité n+1 R; telle que pour tous objets non-relationnels 
et différents de l’'EMP x5,0:0,.., Oo, « P1(X95O 105.050) est équivalent à R,(x0,0 0,00) » alors d’après 
les règles syntaxiques du code Platoniste C, P, aura PI (Pax1 (Par, Pen,Paz) Comme signification 
Platoniste avec : Peu :Def{x),Ri(x,0:1,.,0:), Pen :Def(y),R1(01,.,0:), Peg :=(&,Y). 

On aura donc une exception à une règle introduite en 2.23 puisque Ple(Pawxı) définira le 
symbole particulier « y » qui n’est pas défini dans Pa. Cepndant on utilisera la notation Ple(Pauwxı) : 
(Pes), avec Pens :Defis(x),R1(x,01,..,0:), et avec cette notation le symbole « y » sera implicitement 
utilisé par Ple(Paux1). 


g)On pourra vérifier que les Axiomes propositions mathématiques simples ou équivalentes à des 
propositions mathématiques simples introduits dans le 1“ article auront tous des significations 
Platonistes qui sont des propositions stables Platonistes. 
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DEFINITION 2.24 : 
Soit C(S,Rc) un code Platoniste, et P; une proposition d’un texte (P,,..,P,). 


Si Plc(P;) est une proposition Platoniste stable (resp vraie, fausse) on dira que P; est stable 
(resp.vraie, fausse) dans le texte T sur le code C (ou dans (T,C)). Sinon on dira que P; est instable 
dans (T,C). (On écrira seulement « stable (ou vraie, fausse, instable) dans T » si on a introduit un seul 
code C et seulement « stable » si on a introduit un seul code C et un seul texe T ). 


Une conséquence du Lemme 2.18 est le Lemme : 
LEMME 225 : 

Si on a une proposition P; d’un texte T(P1,..,Pn) et un code C : 
a)Si P;est stable, P; est vraie ou P; est fausse. 
b}Si P; est stable P n’est pas vraie et fausse. 

On voit que le Lemme 2.25 peut être considéré comme le Principe du Tiers exclu et le 
Principe de Non-contradiction pour les propositions dans la Théorie de logique Platoniste(TLP). 
Cependant, dans cette théorie ce sont des Lemmes justifiés théoriquement et conséquences des 


Axiomes de la TLP, alors qu’ils sont admis axiomatiquement dans les théories mathématiques de 
logique formelle. 


DEFINITION 2.26 : 


(S,Rc) étant un code Platoniste, T(P,,.,P,) étant un texte sur S, on dira que T(P:.,..,P,) est un 
texte vrai (dans C) si pour tout i dans {1,..,n} P; est vraie (dans (C,T)). On dira aussi que l’ensemble 
vide est un Texte vrai dans tout code Platoniste C. 


REMARQUE 2.27 : 


Une conséquence immédiate du Lemme 2.25, est que dans un code C, tout texte T est ou bien 
vrai ou bien n’est pas vrai, et ne peut pas être vrai et n’être pas vrai. 


DEFINITION 2.28 : 


(S,Ro) étant un code Platoniste C et T(P:...,P,) étant un texte vrai dans C, on dira que Q est une 
déduction logique relationnelle de T(P:,....,P,) si on ad’après les relations exprimées par 
PIC(P;),..,PIC(P,): «Q est vraie dans (P,,.,P,,Q) », c’est à dire «H(C), PIC(P;),.,PIC(P,) vraies » 
entraînent « Q est vraie dans (P:,.,P:,Q)) ». (« entraîne » est un concept primitif qu’on a déjà utilisé). 


REMARQUE 2.29 : 


Le concept primitif de déduction logique relationnelle est important car c’est toujours cette 
sorte de déduction logique qui est utilisé en mathématique. 


DEFINITION 2.30 : 
(S,Rc) étant un code Platoniste, et T (P:,..,P,) un texte vrai sur S, on dira que (Q1,..,Qx) est une 


démonstration sur T dans C de Qx si Qı est déduction logique relationnelle de T , et pour tout i dans 
{2,..,k}, Qi est déduction logique relationnelle de (T,Q:,..,Q::). 
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D’après la définition d’une déduction logique relationnelle donnée en 2.28, on a alors 
(T,Q:,...,Q) est un texte vrai. Par convention on utilisera le terme « démonstration », seulement si 
Q:,..,Q sont des déductions logiques relationnelles évidentes. 


DEFINITION 2.31 (DEMONSTRATION PAR RECURRENCE) : 


T étant un texte vrai dans un code C, supposons qu’on ait une proposition Prec : « Pour tout n 
dans N*, P(n) », avec P(n) proposition utilisant n comme seul concept particulier prédéfini et Prec 
proposition mathématique simple équivalente à une proposition stable Platoniste dans (T,Prec). Un 
texte vrai contenant T pourra utiliser une démonstration par récurrence sur T , définie par : 

(R1,.., Rx) est une démonstration par récurrence sur T de Prec si : 


-(R;...,R,) est une démonstration sur T de P(1). (pour un naturel s donné dans {1,..,k-3}) 

-Rs:,..,Rx1 sont des propositions vraies du type, Us+3,..,Ux étant des propositions ne contenant pas 
« Cond », et telles que, dans (Rı,...,Rs+2, Us+3,..,Ux) pour tout j parmi s+3,..,k, si Plc(U;)#0, alors U; 
est une proposition mathématique simple. 


R.+ : Soit n élément de N* 
Rs : Cond(P(n)). 
Rs+3 : U,3/Cond(P(n)) 


Rx : Ux/Cond(P(n)) (Uk étant la proposition P(n+1)). 
Reri :Prec. 


(On dira que R.:,..,R& sont des propositions mathématiques conditionnelles (simples) .On 
pourra généraliser la définition précédente R; étant précédé d’un texte vrai To(S:...,5,)). 

On aura par définition d’une démonstration par récurrence, si P(n) est vraie dans 
(D Ri,,Rs,P(n)), Us3 est déduction logique relationnelle (par convention évidente) de 
(TR:,..,Rsu,P(n)). Pour tout i dans {s+4,.,k}, si P(n) est vraie dans (T,R:,.,Rs,P(n)). U; est 
déduction logique relationnelle (par convention évidente) de (T, R1,..,Rs+1, P(n), Us,.,Ui:). 

Par définition, dans tout code Platoniste, R,2 :Cond(P(n)) sera vraie si P(n) est une proposition 
mathématique simple équivalente à une proposition Platoniste stable (Ce qui est vrai par hypothèse). 
De plus, Rs étant vraie, pour j>s+2, R;:U;/Cond(P(n)) sera vraie dans (R:,..,R;) si on a « P(n) n’est 
pas vraie dans (Rı,..,Rs+1,P(n)) (c'est-à-dire Non(P(n)) vraie dans (R1,.., Rs:1,Non(P(n))) » ou « P(n) est 
vraie dans (R:,.,Rs1,P(n)) et Us:,.,U; sont des propositions mathématiques simples vraies dans 
(Ri,.RsH,P(n),Uss3,..,U;) » (Ce qui est nécessairement vrai par hypothèse). Si P(n) est équivalent à une 
proposition stable Platoniste qui n’est pas vraie, Rj aura comme signification Platoniste PIL(Non(P(n)), 
de même que Cond(P(n)). Si P(n) est vraie de même que R;,..,R;;, Rj aura comme signification 
Platoniste PI(U)), signification Platoniste de U; dans (R:,.,Rs:1,P(n), Us:3,..,U;). Alors si on avait eu Rj 
n’est pas vraie (C'est-à-dire U; n’est pas vraie), on aurait eu alors Ple(Rm)=Ø pour m>j. Si P(n) est une 
proposition mathématique simple vraie, Cond(P(n)) aura PI-(P(n)) comme interprétation Platoniste. 
Une conséquence des définitions précédentes est qu’on aura nécessairement dans une démonstration 
par récurrence R,,.,R, seront vraies. De plus R+; sera une déduction logique relationnelle évidente de 
(Ri, Rẹ). 

On pourra cependant éviter l’utilisation de propositions mathématiques conditionnelles en 
considérant la proposition vraie Ras2: «n est tel que P(n) » et en considérant le texte vrai (R:,.,Rs, 
Ras, Ust3,.., Ux). 

On pourra remplacer P(n) par P(n,0:...,0,), O:,..,0, étant des concepts particuliers pré-définis. 

Dans tout code Platoniste C, d’après les règles syntaxiques de convention du code Platoniste 
C, les propositions de la séquence définie précédemment (R;:,..,R,) auront la même signification 
Platoniste que les propositions de la séquence finie (« On suppose P(n) »,Us+3,.., Ux). 

Rk étant une proposition qui n’est pas une proposition mathématique conditionnelle, Rx:2 
sera vraie dans (R:,..,Rx#) si et seulement si Rx+2 est vraie dans (R:,..,Rs,Rx+1,Rx+2). 
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On aurait aussi alternativement pu admettre que Plc(Cond(P(n)) a comme signification 
Platoniste la proposition Platoniste conditionnelle Cond(Plc(P(n)), PIc(P(n)) étant la signification 
Platoniste de P(n) dans (R:,..,Rs1, P(n)). Cond(Plc(P(n)) sera alors vraie si Plc(P(n)) est une 
proposition stable Platoniste (Ce qui est vrai par hypothèse). Cond(P(n)) étant vraie si pour j tel que 
j>s+2 on a R;,..,R;, sont vraies, Rj :U;/Cond(P(n)) aura comme signification Platoniste la proposition 
Platoniste conditionnelle PI(U;y)Cond PIc(P(n))}, PIc(U;) signification Platoniste de U; dans 
(Ris. R+ P), Uss3,..,U;). Rj sera vraie si PI-(P(n)) est une proposition stable Platoniste qui n’est pas 
vraie ou si PI-(P(n)) est une proposition Platoniste vraie de même que PI(U;). Si R; n’est pas vraie on 
aura Ple(Rm)= Ø si m>j. Les valeurs de vérité des R; demeureront donc les mêmes dans les 2 cas. 


DEFINITION 2.32 (DEMONSTRATION PAR L’ABSURDE) : 


Soit T un texte vrai dans un code C et Qu une proposition équivalente à une proposition stable 

Platoniste Pic(Qu) dans (T,Qu). Un texte vrai contenant T pourra contenir une démonstration par 
l’absurde sur T définie par : 
(Ri,..,Rx+) est une démonstration par l'absurde (simple) sur T de Non(Qu) si R1,..,Rx:2 sont des 
propositions vraies du type (on dira qu’elles sont des propositions conditionnelles simples), U:..., Ur 
étant des propositions ne contenant pas «Cond » et telles que dans (T,Qu,U2,..., Ur), pout tout j 
parmi 2...,k+1, si Pl(U;)#0, alors U; est une proposition mathématique simple. 


R; :Cond(Qx) 
R; :U>/Cond(Q) 


Rk :Uk/Cond(Qu) 

Reri :Ux1/Cond(Qn), Avec Uk est la proposition Nonc(Ui) 

(Avec « Non(U.) » définie comme la négation de U c'est-à-dire « PIL(Nona(Uk)) est vraie » 
est équivalent à « PIC(UL) n’est pas vraie »). 

Ris :Nonc(Qx). 


U3,..,Uķ+ vérifiant : 

Si Qu est vraie dans (T,Qu), U2 est déduction logique relationnelle (par convention évidente) 
de (T,Qu). Pour j dans {3,.k+1}, si Qu est vraie dans (T,Qu), U; est déduction logique relationnelle 
(par convention évidente) de (T,Qu, WU... U;:). Ri,- R+: Seront des propositions mathématiques 
conditionnelles (simples)). 

Comme dans la section précédente, par définition, dans tout code Platoniste C, Rı :Cond(Qu) 
sera vraie si Qu est équivalent à une proposition platoniste stable dan (T,Qu) (Ce qui est vrai par 
hypothèse). R; étant vraie, Rj :Uÿ/Cond(Qu) sera vraie si on a «Qu n’est pas vraie (C'est-à-dire 
Non(Qu) est vraie) » ou « Qu est vraie et U2,..,U;j sont des propositions mathématiques simples vraies 
dans (Qu, U2,..,U;) » (Ce qui est nécessairement vrai par hypothèse). Dans le cas où Nonç(Qh) est vraie, 
par définition, R:,.,Rx:2 seront donc vraies et auront par définition pour signification Platoniste, dans 
tout code Platoniste C, PIL(Nonc(Qu)). Si Qu est vraie, Cond(Qu) aura Plc(Qu) comme signification 
Platoniste et R,.,R;:, étant vraies, Rj aura PIC(U;) comme signification Platoniste, PIC(U;) étant la 
signification Platoniste de U; dans (Qu,U>...,U;). Si on avait eu que Rj n’est pas vraie, on aurait eu alors 
PIC(R:)=Q pour m>j. Il en résulte que dans une démonstration par l’absurde telle que définie plus 
haut, R:,.., R&+, seront toujours vraies dans (R;,...,Rx:1). 

Supposons que Qy soit vraie dans (T,Qu). Alors U, et NonG(U,) sont vraies ce qui est 
impossible car si Qu est vraie PIC(UL) est une proposition Platoniste stable et donc PI-(UL) est vraie ou 
(exclusif) n’est pas vraie. Ceci justifie que Ris soit déduction logique relationnelle évidente de 
(T,Ri, Rir). 

Rw étant une proposition qui n’est pas une proposition mathématique conditionnelle, Rx+3 sera 
vraie dans (R;,..,Rx+3) si et seulement si R,; est vraie dans (Ri,2,Rx+3). 

On aurait pu alternativement admettre que dans le cas où (R:1,.,R;1) sont vraies, la 
signification Platoniste de Rj:U;/Cond(Qu) est la proposition Platoniste conditionnelle 
Ple(U;)/Cond(Ple(Qn)), définie de façon analogue à la section précédente. 
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Dans tout code Platoniste C, les propositions de la séquence définie précédemment (R:,.., Rx) 
auront la même signification Platoniste que les propositions de la séquence («On suppose 
Qu»,U,.., Ur). On pourra utiliser aussi des propositions équivalentes à des propositions 
conditionnelles simples pour montrer des propositions du type « Si P, alors P, » ou « P; est équivalent 
à P », P, et P, étant équivalentes à des propositions Platonistes stables. 


On pourra définir une démonstration par l’absurde de niveau 1 de la manière suivante : 
Considérons le texte suivant, les Uj étant définies comme précédemment dans 
(T, Qu Ru,U3,.., Ur) i 


P; :Cond(Qx) 
P; :Cond(Rx)/Cond(Qu) 
P; :U3/Cond(Rx}/Cond(Qx) 


Pk:Ux/Cond(Rx)/Cond(Qx) 
Pr: Ur1/Cond(Rx)/Cond(Qx). 
Pr :NonG(Rx)/Cond(Qx). 


On dira que P,..,Px+1 sont des propositions mathématiques conditionnelles (de niveau 1). 

On suppose que Qy est équivalente à une proposition stable Platoniste et que si Qu est vraie, 
alors Ru est équivalente à une proposition stable Platoniste dans (Qu,Ru). 

On suppose aussi que si Qu et Ry sont vraies dans (Qu,Ru), alors pour j parmi 3,..,k+1 Uj est 
une proposition mathématique simple déduction logique relationnelle (par convention évidente) de 
(Qu,Ry,U3,..,Uj-1) et que de plus si Qu et Ru sont vraies dans (Qu,Ru), alors dans (Qu,Ru,U3,.., Ur), 
Plc(U,) est équivalent à NonG(Plc(Ur1)). 

Alors on aura P déduction logique relationnelle évidente de (P:,.,Px+) et on dira que 
(P:,..,Px) est une démonstration par l'absurde (de niveau 1). 

Par définition des propositions mathématiques conditionnelles, dans tout code Platoniste C, P, 
étant vraie, P; :Cond(Rx)/Cond(Qy) sera vraie si « Qu n’est pas vraie » ou « Qq est vraie et Ry est une 
proposition mathématique simple équivalente à une proposition stable Platoniste qui n’est pas vraie 
dans (Qx,Ru) » ou « Qu et Rx sont des propositions mathématiques simples vraies dans (Qx,Rx) » (Ce 
qui est nécessairement vrai d’après l’hypothèse). 

P; et P, étant vraies, P; :U;/Cond(Rx}/Cond(Qu) sera vraie si « Qu n’est pas vraie » ou « Qu est 
vraie et Ry n’est pas vraie » dans (Qu,Ru) ou « Qu est Ru sont vraies dans (Qu,Ru) et U3,.,U; sont 
vraies dans (Qu,Ru,Us,.,U;) » (Ce qui est nécessairement vrai d’après l’hypothèse). P:,.,P;:1 étant 
vraies, si on avait eu que P; n’est pas vraie, on aurait alors eu Pm n’est pas vraie et Ple(Pm)=Ø pour 
m>j. 

Par définition des propositions mathématiques conditionnelles, dans tout code Platoniste C, si 
Qu est équivalente à une proposition stable Platoniste qui n’est pas vraie, alors pour j parmi 2,..,k+1, 
Plc(P;) sera Nonc(Plc(Qu)), si Qu est équivalente à une proposition stable Platoniste qui est vraie et 
Ry est équivalent à une proposition stable Platoniste qui n’est pas vraie dans (Qu,Ru) pour j dans 
3,..,k+1, PIC(P;) sera NonG(Plc(Ru)) et si Qu et Ry sont vraies dans (Qu,Ru), PIC(P;) sera Ple(Rp) et 
pour j parmi 3,.,k+1, P;,.,P;, étant vraies, P; aura comme signification Platoniste PI(U;) dans 
(QuRu,U3,..,U;). 

On a Pn déduction logique relationnelle évidente de (P,,..,Px:,) car on est dans l’un des 3 cas 
suivants: 

(Si Qu n’est pas vraie, d’après la définition d’une proposition mathématique conditionnelle dans tout 
code Platoniste C, Pk+2 : NonG(Rx)/Cond(Qx) est vraie. 

(Hi)Si Qu est vraie et Ry n’est pas vraie dans (Qx,Rx), NonG(Rx) est vraie dans (Qu,NonG(Rx)) et donc 
d’après la définition d’une démonstration par l’absurde simple, Px+2 :NonG(Rx)/Cond(Qx) est vraie. 
Giii)Si Qu est Ry sont vraies dans (Qu,Rn) , alors nécessairement Px et P,;, sont vraies, et donc PI-(U) 
et Non(Plc(Uk)) sont vraies, Ple(Ux) signification Platoniste de Ux dans (Qu,Ru,U3,..,Ux) ce qui est 
impossible puisque PIc(UL) est une proposition Platoniste stable. 
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On aurait pu aussi alternativement admettre que si P:.. Pjı sont vraies, 
P;:PIc(U;ÿ/Cond(Ru)/Cond(Qn) a comme signification Platoniste la proposition Platoniste 
conditionnelle PI(U;)Cond(Plc(Ru)}/Cond(Plc(Qu)) définie comme précédemment. 

On pourra généraliser la définition précédente P; étant précédé d’un texte vrai To(S1,..,Sp) sur 
un code C. T(R:,.,R,) étant un texte vrai sur un code C, R:,,..,R étant les propositions vraies de T 
qui ne sont pas des propositions mathématiques conditionnelles avec t(1)<..<t(q), on aura par 
définition dans tout code Platoniste C que nécessairement (Ri1,...,R4 ) est un texte vrai sur le code C. 

Les sections précédentes pourront se généraliser immédiatement aux cas où P(n) ou Ry ou Qu 
sont des propositions mathématiques simples flottantes ou des propositions mathématiques mixtes 
(définies en 2.23), et aux cas où on peut avoir PI(U;)#9 et U; est une proposition mathématique 
simple flottante ou une proposition mathématique mixte. 


REMARQUE 2.35 : 


a)Si on a une définition non-floue D(0,01,..,On), alors on peut considérer la proposition élémentaire 
stable Platoniste de type définition: 

Per :Def(A) 

R(A,0:,..,0)) : A={x tel que D(x,0:,.,0:)}. 


D’après le précédent article D si D(0,0:...,0,) est basique et non-floue, alors A est un concept 
existant non-flou défini uniquement en fonction de O:,..,0,. La définition précédente est alors vraie. 


D’après la définition qu’on a donnée d’un texte vrai, on ne pourra pas définir une relation dans 
un ensemble A, A étant un concept particulier non-flou pouvant représenter seulement des ensembles, 
car les propositions Platonistes ne peuvent pas définir des concepts particuliers mixtes pouvant 
représenter des objets mathématiques relationnels. On donne la définition suivante permettant 
d'utiliser implicitement de tels concepts particuliers mixtes. 


DEFINITION 2.35 A :(RELATION FONCTIONNELLE) 


Une relation fonctionnelle est un concept général non-flou pouvant représenter toutes les 
applications de AxA dans{0,1}, A étant un concept particulier non-flou pouvant représenter seulement 
un ou plusieurs ensembles non vides. 

Fa étant une relation fonctionnelle de AxA dans{0,1}, on dira que FA est une relation 
fonctionnelle dans A. De plus dans tout code Platoniste C, on écrira « xFAy » pour « FA((x,y))=1 » et 
donc Non(« xF,y ») pour Non(« FA((x,y))=1 », c'est-à-dire « FA((x,y))=0 ». 

On définit alors de façon évidente et analogue avec les définitions classiques les concepts 
généraux non-flous une relation fonctionnelle transitive,symétrique, anti-symétrique, d'ordre ou 
d'équivalence. 


On peut définir alors la fonction-concept « Classe d’équivalence » Ft dont le concept de 
départ peut représenter tous les couples (x,F,), avec F; relation fonctionnelle d’équivalence dans A et 
x est élément de A, avec : 

Fcr((x,A))= {a tel que xF,a (c'est-à-dire FA((x,a))=1}. 

A pourra être défini en fonction de concepts particuliers non-flous O,,..,0, et FA en fonction de 
concepts particuliers non-flous O’:,..,0”;. 

Nous allons maintenant donner des exemples illustrant les notions précédentes. 


EXEMPLE 2.36 : 


On supposera que «un groupe commutatif » et «un corps commutatif » sont des concepts 
généraux non-flous associés aux définitions classiques de ces concepts. 

On pourra définir « un espace vectoriel dans sa forme étendue» avec les propositions stables 
Platonistes suivantes: 
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On définit tout d’abord la relation non-floue R£v par la proposition Platoniste relationnelle et 
la proposition stable Platoniste suivantes : 
Qrev : « Rev est une relation non-floue d’ordre de multiplicité 6 ». 
Prev : 
Prevel :Def(E, +g, K, +k, xK,K E) Ra (E, te, K, +K, XK,.KE) : € (E,+e,K,+k,Xk:kE;) est une séquence finie à 6 
termes ». 
Prever i Ru(E,+EK,+k, XK3K.E) ; « Rev(te,K, +k, Xk,KkE) est équivalent à (Pell Pe .,Pel7)( 
E,+e,K,+k,Xk;-KE) ». 
Avec : 


Pell :R1(E,+g): (E,+eg) est un groupe commutatif. 
Pel2 :R2(K,+K,xK) : (K,+K,xXK) est un corps commutatif. 
Pel3 :R3((EK, Ke): «Ke » est élément de F(KxE,E). 


Pel4: Def4(x, y, a.) : 
R4(x,y,a,B,E,K) : (x,y) est élément de E? et (af) est élément de K’. 


Pels :R5(a,+k , BKE , x):(ot t KkB).KkEXx= Q.K EX t EB-KEX. 
Pel6 :R6(a,.x,£, B, X, XK) ‘OK e(B-K,ex)=(axkp)-K eX. 


Pel7 :R7 (a, -k£ X, te, Y) : A.k E(XTEY) (OK EX) FE(OUK Ey). 


On peut identifier par exemple o.Kxrex+Ef.kex avec un symbole particulier obtenu par une 
combinaison de fonction-concepts et noté E(a,+x , B..Ke , x). De même pour les autres expressions. 


Prev est la signification Platoniste d’une proposition mathématique simple définissant la 
relation non-floue Rev. 


On définit alors « un espace vectoriel dans sa forme étendue » par la proposition relationnelle 

Platoniste et la proposition Platoniste suivantes : 

Qv : « « Un espace vectoriel dans sa forme étendue» est un concept général non-flou ». 

Pev ; 

Parvi :Def(O),Rgi(O) :« O est un objet mathématique non-relationnel et différent de EMP . 
Paev2 :Rg2(0) : « O est un espace vectoriel dans sa forme étendue » est équivalent à Rgy(O) ». 

Pgv est la signification Platoniste d’une proposition mathématique simple définissant «un 
espace vectoriel dans sa forme étendue ». 

Notons que souvent on représente un espace vectoriel sous la forme (E,+,.) qu’on appellera 
simplement « un espace vectoriel » et on obtient facilement, utilisant le concept général «un espace 
vectoriel dans sa forme étendue », les propositions stables Platonistes permettant d’établir que c’est 
aussi un concept général non-flou. 

La méthode précédente est générale pour obtenir les propositions stables Platonistes 
permettant de montrer formellement qu’un symbole est un concept général non-flou ou est un concept 
relationnel général pouvant représenter une unique relation non-floue. 


REMARQUE 2.37 : 


En introduisant le concept de relation mixte analogue au concept d’ une relation non-floue 
mais pouvant être définie entre des objets mathématiques non-relationnels et des objets mathématiques 
relationnnels (On rappelle que les relations non-floues sont définies uniquement entre des objets 
mathématiques non-relationnels), il est possible de montrer que tous les Axiomes de la TMP qui ne 
sont pas des propositions mathématiques simples (Excepté l Axiome 2.5A du premier article 
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permettant de justifier qu’une proposition mathématique simple P est non-floue. Mais on a vu que 
pour cela, il suffisait d'obtenir une signification Platoniste de P qui soit une proposition Platoniste 
stable. ) de même que toutes les définitions d’objets mathématiques non non-relationnels sont 
équivalents à des relations non-floues mixtes ou à des relations non-floues entre des objets 
mathématiques qui sont vraies, c'est-à-dire qu’ils peuvent s’exprimer sous la forme de propositions 
appelées propositions mathématiques mixtes équivalentes à des propositions Platonistes mixtes stable, 
celles-ci étant totalement analogues aux propositions Platonistes stables qu’on a définies. 


Ainsi on définit «une relation non-floue » par la définition axiomatique suivante, utilisant le 
concept relationnel général (non-flou) «un objet mathématique relationnel », et le concept mixte 
général (non-flou) (C'est-à-dire pouvant représenter des objets mathématiques relationnels, non- 
relationnels et non-relationnels mixtes) « un objet mathématique » : 


DEFINITION 2.374 : 


a) « R est une relation non-floue » est équivalent à : 

«(i) R est un objet mathématique relationnel (On rappelle qu’on a admis dans le premier article ® que 
tout objet mathématique relationnel était non-flou, c'est-à-dire : « Si R est telle que R est un objet 
mathématique relationnel, pour tout O tel que O est un objet mathématique, R(O) ou(exclusif) 
Non(R(O)) »). 

(iR est la relation impossible ou pour tout O tel que O est un objet mathématique, si R(O) est vraie, 
alors O est un objet mathématique non-relationnel et différent de EMP . » 


b}Si n est élément de N*/{1} et R une relation non-floue, alors « n est un ordre de multiplicité de R » 
est équivalent à : 

« R est la relation impossible ou pour tout objet mathématique O tel que R(O) est vraie, O est 
une séquence finie à n termes. » 


c)Si R est une relation non-floue, alors « 1 est un ordre de multiplicité de R. 


(On rappelle qu’on a montré l’existence de N en utilisant seulement des relations non-floues 
d’ordre de multiplicité 1 et 2). 


Notons que dans la définition précédente on peut identifier « est un ordre de multiplicité de » à 
un objet mathématique relationnel défini entre une relation non-floue et un naturel. On pourra 
admettre que c’est une relation mixte non-floue. 


On peut exprimer la proposition mathématique mixte précédente définissant une relation non- 
floue sous la forme d’une proposition mixte stable Platoniste, analogue à une proposition stable 
Platoniste. On peut en effet définir une proposition mixte stable Platoniste comme étant une séquence 
de propositions élémentaires mixtes stables Platonistes et de propositions élémentaires stables 
Platonistes, comprenant au moins une proposition élémentaires mixte stable Platoniste. 

Les propositions mixtes stables Platonistes utiliseront le concept général relationnel non-flou 
Rmx pouvant représenter un seul et unique objet mathématique relationnel, et tel que pour tout objet 
mathématique Us, «Rx Uo) est vraie » est équivalent à : 

(HU, est de la forme (Ro,Oo)m avec (Ro,Oo)m est un objet mathématique non-relationnel mixte appelé 
couple mixte de premier terme Ro objet mathématique relationnel et de 2°" terme Oo objet 
mathématique différent de l’ EMP. 

(ii)Ro(Oo) est vraie. 


On utilisera aussi R,,, pour obtenir les propositions stables mixtes Platonistes équivalentes aux 
propositions mathématiques mixtes suivantes. 

L’Axiome d’existence d’un ensemble dont les éléments correspondent à une définition sera 
exprimé sous la forme : 
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AXIOME 2.37B : 


Si R est une relation non-floue et si il existe A tel que A est un ensemble et pour tout objet U 
tels que R(U), U est élément de A, alors il existe un et un seul B tel que B={O tel que R(O)}. 


On en déduit la proposition para-mathématique : 

Si C1,...,C, sont des concepts particuliers pré-définis et R une relation non-flue d’ordre de 
multiplicité p+1 telle que il existe un ensemble A(C:...,C,) tel que pour tout U tel que R(C:...,C,,U), U 
est élément de A(C:,.,C,) alors il existe un et un seul B(C:,..,C,) tel que B(C1,..,Cp)={O tel que 
R(C1;.,CpO)}. 

Pour montrer la proposition précédente, C:,.,C, représentant simultanément C;5,.,C on 
considère la relation non-floue Ri(C:,.,Cpo) définie par, pour tout V objet mathématique, 
R:(Cio.Cpo)(V) est équivalent à R(C:16,.., Co, V). Puis on applique l’Axiome 2.37B. 

L’Axiome sur l’ensemble dont les éléments correspondent à une définition récursive DR sera 
exprimé de la façon suivante: 


DEFINITION 2.37C : 


Par définition, « DR est une définition récursive Platoniste » est équivalent à «DR est une 
séquence finie mixte à 3 termes et si (P,Rpr, Rrrhn est tel que De=(P,Rpp, Rpr)m : 
-P objet mathématique non-relationnel et différent de l’EMP, (appelé premier terme de Dp). 
-Rpr, appelée propriété récursive de Dp, est une relation non-floue, Rec appelée clause de récursion de 
Dr, est une relation non-floue d’ordre de multiplicité 2. 
(i)Rrr(P) est vraie. 
(ii)Pour tout O tel que Rpg(O) est vraie, alors il existe un et un seul objet mathématique sprp(O) tel que 
Rec(sprr(O),O) est vraie. 
(iii)Rpr(Spre(O)) est vraie. » 


AXIOME (DE RECURSION) 2.37 D: 


a)Pour toute définition récursive Dr=(P,Rpr, Rpr)m , il existe une et une seule relation non-floue « est 
un terme de DR » telle que : 

«T, est un terme de DR » est équivalent à « T, est identique à P ou il existe T,- tel que T, est un 
terme de De et T;=Sprp(Tn1) ». 

On en déduit qu’on peut définir la relation non-floue « est le successeur dans DR de » définie par : 

« Tn est le successeur dans DR de T,- » est équivalent à : &T,, est un terme de Dg et Sprp(Ts1)=Ta » 


b)DR étant une définition récursive Platoniste, alors il existe un et un seul ensemble A(Dr) tel que 
A(DR)={x tel que x est un terme de De}. 


REMARQUE 2.37E : 


a)Pour définir une définition récursive Platoniste DR dans un texte vrai sur un code Platoniste C, On 
devra utiliser les propositions Q; 1,..Qi4 les propositions Platonistes relationnelles : 

Qi ı : « un terme de DR » est un concept général non-flou. 

Qiz : « Pope est (un concept général non-flou) premier terme de Dp . » 

Qis: « Dcror est (une relation non-floue d’ordre de multiplicité 2) clause de récursion de Dr 
». 

Qia : « Drror est (une relation non-floue) la propriété récursive de De ». 


Ces propositions seront suivies de propositions P;,1,.,P;;, équivalentes à des propositions 
stable Platonistes qui pour être vraies devront être en accord avec la définition d’une définition 
récursive Platoniste. 

On rappelle qu’on a établi le 1“ article en utilisant l’ Axiome de récursion des Propositions des 
ensembles récursifs ordonnés. Ces Propositions sont fondamentales car elles permettent d’éviter 
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l’utilisation explicite des définitions récursives Platonistes. De plus elles généralisent 1 Axiome de 
récursion dans le cas où le premier terme, la clause de récursion et la propriété récursive d’une 
définition récursive sont définies en fonction de concepts particuliers non-flous pré-définis. 


De même on peut exprimer l’Axiome de démonstration par récurrence sous la forme : 
AXIOME 2.37F : 


Si on R est telle que: 
(Rest une relation non-floue. 
(H)R(1) est vraie. 
(iii)Pour tout i tel que i est élément de N*, (Si R(i) est vraie alors R(i+1) est vraie). 


Alors pour tout i dans N*, R(i) est vraie. 
2.38 EXEMPLES DE PROPOSITIONS VRAIES 


a)Considérons un texte T(P:,..,P.) sur un code Platoniste C. On suppose que T contient juste après la 
proposition P; la proposition Platoniste relationnelle Q; (un C1): « «un Cı » est un concept général 
non-flou », avec P,,..,P; propositions vraies dans T sur C. 

On suppose que juste après Q; on a la proposition mathématique simple P;+ : 

P;,,: «Pour tout O tel que O est un objet mathématique non-relationnel et différent de EMP, « O est 
un C; » est équivalent à « R(O) » », avec R;:, relation non-floue connue qui n’est pas la relation 
«impossible ». 

Alors on admettra comme évident que P+, est vraie dans T sur C, et on dira que P;,, est 
déduction logique relationnelle (évidente) des propositions la précédant dans T. En effet, si les 
propositions précédant Q; sont vraies, il est évident qu’il existe bien un concept général non-flou « un 
C1 » défini par Q;1 et Pir. 

On dira que Pi est une définition d’un concept général non-flou vraie, et qu’elle est une 
définition complète de «un C; ». On définit de façon analogue une définition complète de relation 
non-floue, de premier terme ou de propriété récursive ou de clause de récursion d’une définition 
récursive. Si un concept général non-flou ou une relation non-floue sont définis par des Axiomes (Par 
exemple «un ensemble », «est élément de », EMP, l’ensemble vide.) on dira qu’ils ont des 
définitions Axiomatiques. 


b) On remarque que la proposition Platoniste relationnelle Q; : « «un C; »est un concept général non- 
flou » est équivalent aux propositions (Q2,P2), avec Q2 : « « est un C; » est une relation non-floue » et 
P; ; « Il existe O tel que O est un objet mathématique non-relationnel et différent de EMP et O est un 
Ci». 

Dans certains cas, on utilise des propositions mathématiques simples vraies qui ne sont pas des 
déductions logique relationnelles des propositions vraies dans H(C) ou dans le texte T sur un code C 
qui les contiennent et sont appelées Axiomes . Ces Axiomes définissent partiellement ou complètent 
les définitions des concepts généraux non-flous ou des relations non-floues définis Axiomatiquement. 


c)On verra que l’Axiome du choix sera appelé « Axiome » alors qu’il peut être considéré comme une 
déduction logique relationnelle, obtenue par des déductions logiques relationnelles intuitivement 
évidentes, de la TMP. Plus généralement, on pourra par convention appeler Axiome une proposition 
obtenue par des déductions logiques relationnelles intuitivement évidentes, mais celles-ci n’étant pas 
des déductions formelles, celles-ci étant définies comme suit : 

Considérons un texte vrai T(P:,.,P;) sur un code Platoniste C. La signification formelle de 
P:,..,P; ainsi que celle des propositions de H(C) (notamment les propositions para-mathématiques) aura 
comme conséquence que certaines propositions notées P;+ı seront entraînées par H(C) et (P1,..,P:), c’est 
à dire que Pi+ı est déduction logique relationnelle de (P1,..,P:). On dira alors que P;:, est une déduction 
formelle de (P:,..,P;). 
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De plus dans H(C), certaines propositions, appelées règles de déduction formelle définiront 
des déductions formelles élémentaires. Par définition, une déduction formelle sera une déduction 
formelle élémentaire ou une déduction logique relationnelle obtenue par une séquence finie de 
déductions formelles élémentaires. 

Par convention chaque proposition d’une démonstration (sur un texte T dans un code 
Platoniste C) sera obtenue par une déduction formelle évidente. 

Par exemple, si on a un texte vrai T(P:,..,Q;1) sur un code Platoniste C avec Q;, : « « Un C; » 
est un concept général non-flou »), alors si P;,, est une définition complète de «un Cı», d’après les 
règles de déduction formelle P;,, sera une déduction formelle élémentaire de (P1,..,Q;,1). 

Si on a un texte vrai T(P:,.,P;) et que Pi; est une proposition ayant comme signification 
Platoniste dans (T,P;.:1) une proposition élémentaire Platoniste stable de type définition, alors d’après 
les règles de déduction formelle P;,, sera déduction formelle élémentaire de T. 

Les règles de déduction formelles seront donc déterminées par la signification formelle des 
Axiomes, définitions, théorèmes, propositions para-mathématiques qu’on a admis ou établis. On 
pourra obtenir cependant des déductions formelles sans utiliser explicitement des règles de déduction 
formelle, mais en utilisant seulement la signification formelle des propositions du texte T et des 
hypothèses H(C) du code Platoniste considérés. Cependant, même dans ce cas on utilisera 
implicitement des règles de déduction formelle. 


d)La quasi-totalité des théories mathématiques classiques pourront être identifiées avec des théories 
mathématiques Platonistes n’utilisant comme Axiomes que ceux appartenant aux hypothèse H(C) de 
tout code Platoniste c'est-à-dire ceux des fondements de la TMP. 


3.CONSISTANCE,COMPLETUDE ET PARADOXES 
A)CONSISTANCE 


On sait que toute théorie classique mathématique utilise des Axiome évidents. On peut 
modéliser mathématiquement une telle théorie dans la TLP par les définitions suivantes : 


DEFINITION 3.1 : 


a)C(S,Rc) étant un code Platoniste, on appelle théorie mathématique Platoniste sur C un 
couple (C,Tax), où Tax est un texte vrai sur C, et tel que si Tax est le texte (P:1,..,P.), alors toute 
proposition mathématique simple P; de ce texte n’utilise aucun concept particulier non-flou pré-défini 
dans Pi Pi. 

b)Une Théorie mathématique Platoniste pourra contenir des propositions Platonistes 
relationnelles, des Axiomes, des définitions complètes de concepts généraux non-flous ou de relations 
non-floues et des Théorèmes. Un Théorème sera une proposition mathématique simple qui n’est pas un 
Axiome ni une définition complète de concept génénal non-flou ou de relation non-floue mais qui 
s’obtient par une démonstration sur le texte constitué des propositions le précédant dans Tax. (On 
généralise immédiatement la définition précédente en remplaçant P; par une séquence finie de 
propositions mathématiques simples P;:,..,Pix)). 


DEFINITION 3.2 : 


(C,Tax) étant une théorie mathématique Platoniste, on appelle démonstration sur (C,T ax) (ou 
sur Tax dans C) tout texte (P:,...,P,) telle que pour i dans {1,..,n}, P; soit déduction logique 
relationnelle de H(C),Tax,P1,...,P;:1. (Définition 2.28. Ceci entraine que (T1x;(P1,..,P:)) est un texte 
vrai sur C). 


(Cette définition est analogue à la définition 2.30. Cependant par convention, on emploiera le terme 
« démonstration », seulement si P1,..,Pa sont des déductions formelles évidentes). 


DEFINITION 3.3 : 
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On dira qu’une proposition Platoniste Qo appartient à une théorie mathématique Platoniste 
(C, Tax) Si : 
(i) Qo est stable dans (T1x,Qo) 


(ii) Il existe une démonstration (P,,.,P,) sur (C,Tax) telle que Ple(Qo) soit équivalente à 
PI(P,) 


Une conséquence immédiate des définitions précédentes est le Lemme suivant de consistance : 
LEMME 3.4 : (de consistance) : 


a)Pour toute démonstration (P,..,P,) sur une théorie (C,T\x), et pour tout i dans {1,..,n}, on a PIC(P;) 
est vraie.(Dans (Tax,...,P;)). 


b)Toute proposition Qo appartenant à une théorie mathématique Platoniste est vraie. 


c)Toute théorie mathématique Platoniste (C,Tax) est consistante, c'est-à-dire qu’il est impossible 
qu’une proposition Qo et sa négation Non(Qo) appartiennent à la théorie (C,TAx). 


Preuve : 

a) et b) sont la conséquence de la définition d’une déduction logique relationnelle. 

Avec les hypothèses du c), on a d’après b) que Q est vraie et n’est pas vraie ce qui est impossible 
d’après le Lemme de non-contradiction (Lemme 2.25). 


REMARQUE-DEFINITION 3.5 : 


On devra distinguer les théories mathématiques Platonistes définies précédemment de LA 
Théorie Mathématique Platoniste (TMP), qu’on écrira toujours avec des majuscules et précédée de 
l’article défini « La » et qu’on appelera aussi Théorie Mahématique Platoniste Primitive. La TMP sera 
cependant dans les hypothèses H(C) du code Platoniste C de toute théorie mathématique Platoniste sur 
C. H(C) pourra cependant inclure des théories mathématiques Platonistes définies en 3.1. 


B)COMPLETUDE 


Pour étudier la complétude d’une théorie (C,T1x), on doit modéliser mathématiquement les 
déductions logiques relationnelles utilisées dans les théories mathématique classiques. 


DEFINITION 3.6 : 


On appelle théorie mathématique Platoniste déductive un triplet (C,T1x,Rp), où (C,Tax) est 
une théorie Platoniste et Rp est une relation, qui peut exister entre une proposition P, et un texte 
(TaxP1,Pn1), PA étant toujours une déduction logique relationnelle de (P:,..,P:1). On dira alors que 
P, est déduction logique relationnelle de (P:,..,P,.) dans la théorie Platoniste déductive (C,T1x,Ro). 


On peut modéliser les théories classiques par des théorie mathématique Platoniste déductive , 
où Rp est telle que une déduction logique P, de (P1,..,Pn-1) dans (C,Tax,Rp) est toute déduction logique 
relationnelle « évidente » (par le mathématicien) de (P:,..P,:). C'est-à-dire que le mathématicien est 
modélisé par un système déductif. Ce système déductif peut obtenir des déductions logiques 
relationnelles d’un texte T(P:,.,P,1), mais seulement certaines d’entre elles, en particulier toutes celles 
modélisées dans les systèmes formels. Si P, est l’une d’entre elle, d’après la définition précédente on 
aura : Rp(Pn, T(P1,..,Pn-1)) est vraie. 


Rp sera défini par des règles de déduction formelle, définies dans la section 3.8. On rappelle 
que celles-ci permettent de définir des déductions formelles élémentaires et des déductions formelles. 
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Par exemple si on a un texte vrai T(P:...,P;) sur un code C, avec pour un j dans {1,..,i-1} P; est 
la définition complète d’ «un C; », c’est à dire : 
P; :« Pour tout O tel que O est un objet mathématique non-relationnel et différent de EMP, «O est un 
C; » est équivalent à « R(O) » », alors si P; a comme signification Platoniste la proposition élémentaire 
Platoniste de type définition vraie Pa; :Def(A)R(A), avec Ri(A) : « A est un C; », alors la proposition 
Pi ayant comme signification Platoniste Pair :R(A) sera une déduction formelle élémentaire 
T(P:..,P;) (D’après les règles de déduction formelle de H(C).). 


Si on a un texte vrai T(P:,..,P;) sur un code C, avec pour un j dans {1,..,i-1} Pj est un Théorème 
dont la signification Platoniste est de la forme (Pari, Par), avec Par :Def(O:,..,0,),R:(0:...,0,) et 
Per :R2(01,.,0,), alors si P; a comme signification Platoniste la proposition élémentaire Platoniste 
vraie Pai :R(P:,.,P,), Piri ayant comme signification Platoniste Pi: :R2(P:,..,P,) sera une déduction 
formelle élémentaire de T.(D’après les règles de définition formelle de H(C)). 

Si P; a comme signification Platoniste Pei :Non(R2(P1,.,Pp)), Pi ayant comme signification 
Platoniste Pair :Non(Ri(P:,..,P,)) sera une déduction formelle élémentaire de T. 


Si on a un texte vrai T(P,,..,P;) sur un code C, avec O:,..,0, concepts particuliers non-flous 
définis dans (P:...,P;2) et Plc(Pi:) : Def(A1,..,Ap), R2a(A1,..,ApO1--On) et PIc(P:) : R:(A,..,Ap,O1,..,On) 
alors la proposition P;,, : «Il existe B:,..,B, tels que R:(B:,..,B,,0:,..,0,) » sera déduction formelle 
élémentaire de T.( Avec PIc(P:::) : Def(B:...,B,), R:(B:...,B,,01,..,0n) ). 


On suppose qu’ on a un texte vrai T(P:,..,P;) sur un code C, H(C) (ou (P:,..,P;2)) contenant un 
Théorème du type Pr: « Si y est tel que Pauxri(y), alors «Pawxr2(y) est équivalent à Pauxr3(y) » », avec 
PIc(Pr) (Pari, « Par est équivalent à Pas ») avec Pari :Def(y),Rr1(Y), Par Rh(Y), Parts Ra(y). 

Alors si PI(P;:) :Rrı(z) et Ple(P)) :Rr2(z), Pin, avec PIC(P;:1) :Rr:(2) sera déduction formelle 
élémentaire de (P:,.,P;)). Si on a PIl{P:1):Rr(z) et PI(P;):Non(Rn(z)), Pi, avec 
Plc(Pi41) :Non(Rr:(2)) sera déduction formelle élémentaire de T. On pourra aussi intervertir dans ce qui 
précède « Rr2(z) » et « Rr3(z) ». 


On peut définir de nombreuses déductions formelles élémentaires en généralisant les exemples 
précédents. 


DEFINITION 3.7 : 

On définit une démonstration sur une théorie mathématique Platoniste déductive, et qu’une 
proposition Platoniste appartient à une théorie mathématique Platoniste déductive de la même façon 
que pour une théorie mathématique Platoniste, en remplaçant « déduction logique relationnelle » par 


« déduction logique relationnelle dans la théorie mathématique Platoniste déductive (C,T ax,Rp) ». 


On obtient alors pour une théorie déductive un Lemme de consistance totalement analogue au 
Lemme de consistance obtenu pour une théorie Platoniste. 


On peut alors définir la complétude d’une théorie mathématique Platoniste déductive de la 
façon suivante : 


DEFINITION 3.8 : 


(C,Tax,Rp) étant une théorie mathématique Platoniste déductive, on dira qu’une proposition 
Platoniste Qo est stable dans (C,T1x,Ro) si Qo est stable dans (T1x,Qo) 


DEFINITION 3.9 : 
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(C,Tax,Rp) étant une théorie Platoniste déductive, on dira qu’elle est complète si pour toute 
proposition stable Qo dans (C,Tax,Ro), ou bien Q appartient à (C,T1x,Ro) ou bien Non(Qo) appartient 
à (C,Tax, Ro). 


A priori, il n’y a pas de raison qu’une théorie Platoniste déductive soit complète, puisque 
seules certaines déductions logiques relationnelles peuvent être utilisées pour obtenir des propositions 
vraies appartenant à la théorie. Nous allons cependant dans la section suivante voir si le Théorème 
d’incomplétude de Godel obtenu pour les systèmes formels peut s’appliquer aux théories déductives 
Platonistes. 


C)PARADOXES 


Il est donc intéressant d’examiner si le théorème de Godel peut se généraliser aux théories 
mathématiques Platonistes déductives. 
(C,Tax,Ro) étant une théorie Platoniste déductive identifiée à une théorie classique, Rp ne permettant 
que les déductions logiques relationnelles évidentes, on considère la proposition : 
P: «P n’est pas démontrable dans (C,T1x,Ro) ». 


Si on veut obtenir que P est vrai, procédant classiquement comme dans le Théorème de Godel, 
on suppose que P est fausse, alors P est démontrable, ce qui contredit P et est donc impossible, et donc 
P est vraie. 

Cependant, cette démonstration est inacceptable pour justifier que P est vraie, car elle est une 
démonstration dans (C,Tax,Rp), n’utilisant que des déductions logiques évidentes, et donc si on 
l’accepte comme démonstration de P, P est contredite. 

Donc P ne peut être fausse ni vraie. 


Or ceci s’explique dans la TLP par le fait que P est instable : Il n’y a pas de propositions 
Platonistes stables qui soient signification Platoniste de P et P n’est même pas une proposition 
mathématique simple. Et donc le fait qu’on ne puisse démontrer P ne prouve pas l’incomplétude de 
(C, Tax, Ro). 

Il en est de même pour la proposition P : « P est vraie », le fait qu’elle ne soit ni vraie ni fausse 
se justifie si elle est instable. 

On voit donc que le Théorème de Godel ne se généralise pas pour prouver l’incomplétude des 
théories mathématiques Platonistes déductives. 


On a d’autres justifications possibles: En effet, à priori on n’a jamais supposé que (C,T ax,Rp) 
est un concept particulier ou général non-flou. Comme on l’a dit, c’est un concept paramathématique 
permettant d’étudier les objets de l’'EMP. De plus, on ne peut pas définir dans la TMP une proposition 
P en utilisant P, comme la proposition de Godel. On retrouve donc que P est instable, et donc on n’a 
pas prouvé l’incomplétude de (C,Tax,Ro), telle qu’on l’a défini dans la définition 3.9. 


Cependant, on peut penser que la théorie des nombres classiques peut être identifiée à une 
théorie mathématique Platoniste déductive incomplète. En effet, il est possible que certaines propriétés 
ne puissent pas se démontrer un nombre fini de déductions logiques relationnelles évidentes, et alors 
elles ne sont pas démontrables dans la théorie mathématque Platoniste correspondant à la théorie des 
nombres classiques. C’est vraisemblablement le cas pour la Conjecture de Goldbach (qui est 
équivalente à une proposition Platoniste stable si on admet la théorie mathématique Platoniste 
correspondant à la théorie des nombres classique) , pour laquelle on a défini dans la Théorie Aléatoire 
des Nombres de nouveaux outils mathématiques n’existant pas dans les théories mathématiques 
actuelles, et permettant de donner une justification théorique à cette conjecture. 


On peut utilisant des propositions Platonistes définir un système formel classique, et donc 
montrer qu’un système formel peut être identifié à un concept non-flou de la TLP. Dans certains cas 
on peut identifier un système formel avec une théorie Platonique déductive, et alors on peut lui 
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appliquer le Lemme de consistance. Ainsi pour justifier théoriquement la consistance d’un système 
formel, il suffit de montrer qu’on peut l’identifier à une théorie Platoniste déductive (C,Tax,Rp), C 
étant un code Platoniste (S,Rc). 


4.EXEMPLES 


Nous allons expliciter dans cette partie les relations existant entre des objets mathématiques 
équivalentes à des théorèmes célèbres. 


PREAMBULE : 


(On a vu qu’une proposition mathématique simple pouvait utiliser des expressions de type 
F(0:;,..,0,), F étant une fonction-concept. On a vu dans la définition 2.23, que F(0,,..,0,) était 
implicitement défini par une proposition élmentaire Platoniste. Celle-ci est du type , O,,..,0,; symboles 
particuliers non-flous pré-définis par des définitions auxiliaires et O::1,.,0, concepts généraux non- 
flous pouvant représenter un unique objet : 
Dac(Æ(O:,..,0:)): Def(f(0:,.,0,)),R(F(O:,..,0), O1,.,0n) : «(O:1,.,0,:) appartient à Dep(F) et 
(F(O:,..,05),(01,..,0%)) appartient à F »). 

On utilisera donc le symbole Dac(F(O1,..,On)) pour représenter la proposition élémentaire 
Platoniste de type définition précédente. 

Cependant si O,,..,0, sont des concepts généraux non-flous pouvant chacun représenter un 
seul objet, et F(0:,..,0,) peut représenter un objet mathématique, alors on identifiera F(O,,..,0,) avec 
un concept général non-flou. 


(ii)Considérons une proposition élémentaire Platoniste de type relation Per :R(O:,..,0,) ou une 
proposition élémentaire Platoniste de type définirion Pep :Def(O:,.,0,)R(O:,.,0:) appartenant à la 
signification Platoniste d’une proposition mathématique simple P. 

Ou bien R(O:,.,0,) sera équivalent à une proposition Platoniste auxiliaire Paux(0O1,.,On) 
appartenant à PIC(P), ou bien R sera défini implicitement par une proposition notée impl(R) du type 
« R est un relation non-floue d’ordre de multiplicité ng et pour tous O0,..,O:c0 objets mathématiques 
non-relationnels et différents de EMP, R(O:6,.,0n0) est équivalent à Exp(O:6,.,0n60,C1,.., Cp R13-, Rs 
F,.,F) (L'expression précédente pourra ne pas contenir de Cj ou(et) de F;), avec C:,.,C, concepts 
généraux non-flous pouvant représenter chacun un unique objet et Exp(O:0,.,0206,C1,.., Cp R1,., Rx 
F,..,F) est une expression utilisant O10,.,Cp, des relations non-floues pré-définies R:,..,Rx (R; pouvant 
être de la forme « est un Ci»), des concepts relationnels primitifs parmi « et », « ou », « Non », « est 
équivalent à «, « si..alors », des fonction-concepts F,,..,F;, certaines pouvant être des combinaisons de 
fonction-concepts définies implicitement telles que définies en 2.23 ou la fonction-concept impossible 
Fimr et les symbole de ponctuation parmi « parenthèse », « virgule » et « guillemets ». On dira que 
impl(R) est la définition implicite de R et celle-ci n’appartiendra pas à PIC(P),d’où son qualificatif 
«implicite ». 

Par définition, si Exp(Oio,.,Ono6,C1,.., CpRi,., Rx, F1.,F:) contient une expression de type 
FO 05,0") ou Fmr(O'106:,0 #9) ne pouvant représenter aucun objet, alors 
Exp(O:0,.,0n06,C1,.. CR, Rx, F1,.,F:) ne sera pas vraie. 

Utilisant des concepts généraux non-flous flottants ou paramétrés, on pourra obtenir de la 
même façon impl(R;16,.np6); Rn16,.np6 étant une relation non-floue flottante. 


(ii)On rappelle qu’ on peut avoir dans une proposition mathématique simple une expression du type 
E(O:,.,0:,Ci1,.,Cp), O1,.,0h Symboles particuliers non-flous pré-définis par des définitions auxiliaires ( 
et donc non obtenus par des combinaisons de fonction-concepts) et C:,.,C, concepts généraux non- 
flous pouvant représenter un unique objet, avec : 

-E(O:,.,0,, C1,..,C,) ne contient aucune relation non-floue ni concept primitif relationnel ni symboles 
de ponctuation excepté des symboles « parenthèses » ou « virgule » ou « accolades » ni symboles 
«blanc » ni symbole « point » celui-ci étant le dernier symbole de l’expression. 

- E(0:,.,0, Ci,.,C,) est immédiatement précédé d’un symbole «blanc» ou d’un symbole 
représentant une unique relation non-floue ou d’un « guillemet ouvert » et est immédiatement suivi 
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d’un symbole représentant une unique relation non-floue ou d’un symbole parmi « blanc » ou « point » 
ou « guillemet fermé » ou « virgule », celle-ci étant suivi d’un symbole « blanc ». 


On a vu dans la définition 2.23 qu’on pourra alors en général définir une fonction-concept 
Fcomg telle que Fcomr(Oi,.,0:,C:1,.,C,) a la même signification que E(O:,.,0;,C:,.,C,). 
E(O:,,0:,Ci,.,C) sera défini implicitement par une proposition  Platoniste notée 
impl(E(O:,.,0,C:,.,C)), constituée de propositions élémentaires Platonistes de type définition 
Pemi :Dac(F(O’i1,..,0’i)) (voir (D). Cependant, pour j parmi 1,.,t(i), O’i pourra lui-même être de la 
forme Fko (Oki -O° karg) en étant défini par une proposition Pemko précédant Pepi. On obtiendra 
impl (E(O1,.,On,C1,.,Cp)) d’après les règles syntaxiques de convention (symbolique) du code Platoniste 
C, de même que Fcoms. Fcoms pourra être utilisée dans la définition implicite d’une relation telle 
qu’on l’a définie au point précédent (ii). On a donné le type des propositions élémentaires Platonistes 
définissant Fcomg dans la section 2.23a). On rappelle que pour définir Fcoms, on pourra utiliser la 
fonction-concept Frias de concept de départ «une séquence finie » et telle que si s est une séquence 
finiet Fas(s)=s. 

On rappelle (voir section 2.23) que E(O:,.,0:,C1,.,C,), lorsqu'il ne sera pas identifié à une 
expression du type Fcoms(O1,.,On,C1,.Cp) sera identifié avec un symbole particulier non-flou ne 
pouvant représenter aucun objet et sera alors identifié avec Fmp(Oi,.,0»C1,.,Cp), Fme fonction- 
concept impossible. 


Une proposition ayant la même signification qu’une proposition mathématique simple dans un 
code Platoniste C pourra utiliser un symbole S ayant la même signification dans le code C qu’un 
symbole E(O:,.,0:,C:,.,C,) tel que défini précédemment, ou que F(0:,..,0:) , F étant une fonction- 
concept pré-définie, d’après les règles syntaxiques de convention (symbolique) du code Platoniste C. 


(iv)O:,.,0: étant des symboles particuliers non-flous pré-définis, on pourra aussi utiliser des 
expressions du type (0:,.,0,) (n concept général non-flou pouvant représenter un unique naturel 
supérieur ou égal à 2). De même cela signifiera qu’on définit implicitement (0:,.,0,) par la proposition 
élementaire  Platoniste de type définition que l’on notera Diys((O:,..,0,)). (Avec 
Das((O1,..,0n)) :Def((O:,..,05)),R((O1,..,0n),01,. On) : 

«(O1,..,0,) est une séquence finie à n termes et O, est le premier terme de (O1,..,On) et..et O, est le 
nième terme de (O; ,..,O:) ». 


(v)On rappelle aussi qu’on pourra identifier {O:,.,0,} avec F5(0:,.,0,), FE étant une fonction- 
concept. On pourra aussi identifier un ensemble contenant un unique élément x noté {x} avec FE(x,x). 
On rappelle aussi que f étant une fonction, on identife f(x) avec im(f,x), im étant une fonction-concept. 


(vi)On remarque cependant que si on a une proposition élémentaire Platoniste de type définition 
Pan: :Def(B)R(B,0:,..,0,) qui n’est pas générale (Avec donc au moins un O;), on pourra considérer la 
proposition élémentaire Platoniste de type relation Pari :R12(01,..,0,), avec Riz est une relation non- 
floue d’ordre de multiplicité r telle que pour tous O:0,..,0 objets mathématiques non-relationnels et 
différents de PEMP «R;,:(0:9,..,0:) est équivalent à Def(B),R;(B, O:0,.., 0%) ». 

On rappelle que par définition «Cond(R;(0”;1,.,0”ir); Rim(O”’m1;:,0”mk(m)) » aura la même 
signification que «Si R;i(0’;,.,0”xg) alors Rim(O’ miO’ mkm)» et « Eq(Ri(O”;,.,0 xt), 
Ris(O’n1s,O’mk(m)) » aura la même signification que « R;(0’;:,,0’x5) est équivalent à 
Rim(O’ m13::O° mk(m)) ». 

On rappelle que Paii et Paip étant des propositions élémentaires Platonistes de type relation, on 
pourra en utilisant Pa et Pa et des concepts primitifs relationnels parmi « ou », « et », « si..alors », 
«est équivalent à », « Non » définir des propositions élémentaires Platonistes composées qu’on pourra 
identifier avec des propositions élémentaires Platonistes de type relation. 


(vii)Dans les exemples suivants, les définitions implicites des relations utilisées dans les propositions 
élémentaires Platonistes de même que celles des combinaisons de fonction-concepts s’obtiennent de 
façon évidente. On donnera cependant des exemples de définition implicite de symboles de type 
E(O:,.,0:,C1,..,C) définis en (iii) (ou ayant la même signification). 
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(viii)On a vu dans le 1° article qu’une proposition mathématique simple P; pouvait contenir une 
expression du type P4; « A est tel que A={x tel que Quxia(x,O1,..,0,)} », O1,.,0, symboles particuliers 
non-flous pré-définis. 

On ne pourra pas identifier l’expression {x tel que Q:a(0:,..,0,)} avec un symbole 
E(O:,.,0)) tel qu’on l’a définie en (iii) puisqu’elle contient le concept relationnel primitif « tel que ». 
Cependant, Pa; aura comme signification Platoniste la proposition élémentaire Platoniste de type 
définition (Paia) avec Peia :Def{A)Ri4(A,0:,.,0,), et Ria(A,O:,..,0,) a la signification d’une 
proposition stable Platoniste auxiliaire Priaaux(A,01,..,01) contenue dans Pc(P;). 

Si on a la relation non-floue RQ d’ordre de multiplicité n telle que pour pour tous objets 
mathématiques non-relationnels et différents de EMP Xo, O16,.,On0,  Ro(Xo:O10:.,Ono) est équivalent à 
QauxiA(Ko3O 103: Ono) », alors Priaaux(A,O 1,0) sera la séquence (Peri, Perz, Pars) avec Peri : Ri(A) : 
«A est un ensemble, Porz :Def(x)R(x) : et R(x) :« x est un objet mathématique non-relationnel et 
différent de EMP », Pars : « R:(x, A) est équivalent à RQ(x,01,.,0,) » , avec R:(x, A) : « x est élément 
de A ». 


EXEMPLE 4.1 : 


Dans cette section nous allons donner l'interprétation Platoniste de certains Théorèmes 
célèbres, dont la formulation a exactement la même signification qu’une proposition mathématique 
simple. 

Soit par exemple le Théorème de Bezout : 

Si (p,q) est un élément de Nz° (On rappelle N;=Z'=N*{1}), alors « p est premier avec q est 
équivalent à Il existe (u,v) tel que « (u,v) est élément de Z? et pu+zqv=l,»» (On rappelle 
17=(1,1)) ». 

Le théorème précédent aura comme proposition auxiliaire principale une proposition du type 
Pax(P,q). La proposition auxiliaire « Il existe (u,v) tel que « (u,v) est élément de Z? et pu+zqv=17 » » 
n’est pas une proposition auxiliaire principale car elle n’est pas vraie considérant la définition de(p,q). 

On suppose qu’on a défini la relation non-floue pouvant exister entre 2 naturels « est premier 
avec ». Le Théorème précédent a alors comme signification Platoniste les 2 propositions élémentaires 
Platonistes suivantes (P1,P2): 


P1:Defl(p.q).R1(p.q) :p est élément de Nz et q est élément de Nz. 


P2 :Eq(H(p,q).C(p.q)) (Signification Platoniste de la Proposition auxiliaire principale). 


Avec H(p,q) et C(p,q) sont les propositions élémentaires stables Platonistes de type relation 
suivantes : 


H(p.q) : R2(p,q):« p est premier avec q ». 
C(p,9) : R3(p.q) :Def{u,v), R4(u.,v.p.q), R4(u,v,p,q) ayant la signification de la proposition Platoniste 
auxiliaire suivante P,(u,v,p,q)(Paux1;Pauxs) : 


Pauxi : Raux1(U,V) : (u,v) est élément de Z7. 


On donne alors la définition implicite du symbole « up+zqv », obtenue d’après les règles syntaxiques 
de convention du code Platoniste C. 
(implicitement)Pux2 : Dac(im(*z, (u,p)) (noté « up » d’après les règles syntaxiques de convention de 
C) (Voir préambule. On rappelle que (u,v) est implicitement défini par une proposition élémentaire 
Platoniste de type définition Das((u,v)). On a défini dans le préambule les expressions « Dac» et 
« Das»). 
(implicitement)Paux3 :Dac(im(*z,(q,v)) (noté « qv ») 
(implicitement)Paux4 :Dac(im(,+z,( up,qv))) (noté « up+zqv»). 
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Pauxs :Rauxs(P,qu,V): up+zqv=17. 


(Dans Pux2;Paux3>Paux4 On a explicité les définitions implicites permettant de définir le symbole 
particulier up+,qv qui a la même signification qu’un symbole de type E;(p,q.u,v,+7,*z), obtenu par 
une combinaison de fonction-concepts). Rs utilise implicitement la fonction-concept Fcoms4 telle 
que Fcomsa(p,q.u,v,+7,*z) a la même signification que le symbole E4(p,q,u,v,+z,Xz) identifié avec le 
symbole particulier noté up+zqv. On rappelle que Po,do;Uo, Vo, +z0,*zo étant des objets mathématiques 
non-relationnels et différents de PEMP quelconques, les propositions élémentaires Platonistes 
définissant implicitement Fcom84(Po;do;Uo, Vo; +z0,*zo) Sont totalement analogues aux propositions 
élémentaires Platonistes Paux2;Paux3>Paux 4): 


EXEMPLE 4.2 : 


Considérons le théorème permettant d’obtenir les solutions d’une équation réelle du second 
degré. : 

Si (a,b,c) est tel que « (a,b,c) est élément de R° et a #0R, F est tel que «F est élément de 
F(R;R) et pour tout x tel que x est élément de R, F(x}=ax”+Rbxtrc», S est tel que S={y tel que 
F(y)=0} et A est tel que A=b”-Rdac » alors « « si A<ROr, alors S=Ø », « si A=0r, alors S={-rob/r2a} » 
et « si A>RÔR , alors « si (r; ,r) est tel que « 11=(-RoD TR Vr+A)/R2Ra et Cube Ve) 5288 » alors S = 
{2} » ». 


Le Théorème précédent aura comme propositions auxiliaires principales des propositions, de 
type Paux1(A,S,0r,@), Paux2(A,S,b,a,0R;,/R;-Ro; 2R,XR) (Xr est implicitement utilisé) et Paux3(A,S,a,b,0r). 

La proposition auxiliaire «si (rı ,r) est tel que « rı=(-robtrVr+A)/r2ra et 12—(-RoD- 
rVr:A)/R2Ra» alors S = {r,r}»n’est pas une proposition principale car elle n’est pas vraie 
considérant les définitions de S,A, a,b,c. 

On utilise alors comme concepts généraux prédéfinis la multiplication, la division, l’addition 
et la soustraction dans R , la racine carrée d’un réel positif (Veet l’opposition d’un réel (-ro) et Or. On 
utilise aussi les relations non-floues >r et <r.On pourra omettre l’indice « r » à ces fonctions pour plus 
de simplicité. 


Le théorème a alors comme signification Platoniste les propositions élémentaires Platonistes suivantes 
(P1,P2,P3,P4,P5,P6,P7): 


P1 :Defl(a,b,c) 
R1(a,b,c) : « (a,b,c) est élément de R?, et a est différent de 0 ». 


P2 :Def2(F) 
R2(F,a,b,c) : « F est élément de F(R,R) et pour tout x tel que x est élément de R, F(x}=ax”+Rbx+Re ». 


(On trouve aisément une proposition Platoniste auxilaire P,,,,(F,a,b,c) ayant la même signification que 
R2(F,a,b,c), en utilisant la même méthode que dans l’exemple précédant). 


P3 :Def3(S) 
R3(S,F) : « S={y tel que y est élément de R et F(y)=0 }». 


(On trouve aisément une proposition Platoniste auxilaire Paux3(S,F) ayant la signification de à R3(S,F)). 


P4 :Def4(A) 
R4A(A, a,b,c) : « A=b°-4ac » 


(On n’a pas écrit les propositions élémentaires Platonistes de type définition de type: Dac(im(f,x)) 
définissant implicitement b”-4ac et {-b/2a} Celles-ci s’obtiennent facilement comme dans le premier 
exemple, obtenues d’après les règles syntaxiques de convention du code Platoniste C). 
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P5 : RP5(A, S,0r,9) :Cond (P5A(A, Or),P5B(S,@)) (Signification Platoniste de la 1° Proposition 
auxiliaire principale). 

Avec : 

PSA(A, Or) : RSA(A., OR) : « A<ROR » 


PSB(S,9) : « R5B(S,Ø) : « S =Ø ». 


P6 :RP6(A,S,b,a,Or, /R;-Ro;2R;*R) :Cond (P6A(A,0r) ,P6B(S,b,a,XR;/R;-Ro;2r)) (Signification Platoniste 
de la 2™ Proposition auxiliaire principale). 


Avec: 
P6A :R6A(A,0pr) : « A=OR » 


P6B:R6B(S,b,a,*R,/R;-Ro>2R) :« S={-RoD/R2RA} » 


P7 : RP7(A,S,a,b,0r) :Cond (P7A(A, OR),P7B(A,S,a,b)). (Signification Platoniste de la a Proposition 
auxiliaire principale). 


Avec P7A (A, OR): R7A(A,0R): « A>RrOR » . 


P7B:R7B(S, a,b, A): 

R7B(S, a,b, A) ayant la signification de la propositions Platoniste auxiliaire: 

P7Ba:Def(r:,r2) 

R7Ba(r: 2,b,a,A):« rı=(-robtrVRA)/r2Ra et r=(-rob-R VRA) /R2ra » 

(Pour définir formellement la relation R7Ba(r;,r2,b,a, A), on utilisera la fonction-concept Fcomsgı telle 
que Fcomg:ı(b,a,A, -Ros FR Nk /r 2r) a la même signification que le symbole “(-robtrVrA)/r2ra)”’). 


On donne alors la définition implicite du symbole “{r1,r2}”: 
(implicitement)P7Bb:Dac({r1r2}) Dac” étant défini dans le préambule). 


P7Bc:R7Bc(S,r1,r2): « S={ri,n} ». 
EXEMPLE 4.3 


Considérons le Théorème de Cailey-Hamilton : 

Si n est élément de N* , A est élément de Mn(C), X, est tel que « X, est élément de F(C,C) 
et pour tout x tel que x est élément de C, Xa(x)=det,(A-m,n X:MnIdmn) », alors Xa(A)=0mn . 

Le théorème précédent aura comme proposition auxiliaire principale la proposition du type 
Paux(X a, A,n). 

Dans la proposition précédente, Mn(C), Idun, Omn, -Mn> detn, -m,n sont identifiées à l’image par 
n de fonctions-concepts distinctes dont le concept de départ peut représenter tout naturel non nul. Ces 
fonctions-concepts ont leurs significations classiques. 

De plus on utilise implicitement la fonction-concept Fm, dont le concept de départ peut 
représenter tous les couples (Po(x),Mo), avec Po(x) élément de C(xs) (qu’on identifie avec un concept 
général pouvant représenter l’ensemble classique des polynomes sur C) et M est tel qu’il existe n 
naturel non nul tel que M, est élémént de Mn(C). 

On notera alors PM) Fc M(Po,Mo). 


Le théorème précédent a alors comme signification Platoniste suivante les propositions élémentaires 
Platonistes suivantes(P1,P3,P5,P7): 


P1 : Defl (n) 
RIl(n): n est un élément de N* . 
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(implicitement)P2:D:c(Mn(C)) (“Mn(C)” a la même signification que “Fu(n,C)” , Fu fonction- 
concept pré-définie, d’après les règles syntaxiques de convention du code Platoniste C ). 


P3 :Def3(A) 
R3(A.,n): A est un élément de Mn(C). 


On a alors les définitions implicites des symboles Idus, -M,n -M,ns detn,0mn (Les symboles précédents 
ont respectivement la même signification que F:n), F;,(n),F;(n), Fin), Fs(n), chaque F; étant une 
fonction-concept pré-définie) : 


(implicitement)P4A: Dac(Idun) (Dac” étant défini dans le préambule). 
(implicitement)P4B :Dac(-mn) 
(implicitement)P4C :Dach-m,n) 
(implicitement)P4D :Dac(det:) 
(implicitement)P4E :Dac(Oun) 


PS :Def5(X1) 
R5(XA.A.n) 


Avec RS(X4,A,n) ayant la signification de la proposition Platoniste auxiliaire PAxS(XA,A, 
n)(PA,P5SB,P5G): 


PSA :RSA(X1, C(xs)) : Xa est élément de C(xs). 
P5B :Def5sB(x), R5B(x,C) : x est élément de C. 


On donne alors les définitions implicites de Det,(A-usxmnldmn ) et de XA(x), obtenues 
d’après les règles syntaxiques de convention du code Platoniste C). 


(implicitement)PSC :Dac(iM(mn; (Xdmn))) (noté «xldmun» d’après les règles syntaxiques de 
convention du code Platoniste C) 

(implicitement)P5SD :Dac(im(-mn; (A,xIdm,n))) (noté « A-mnX-Mnldmn ») 

(implicitement)PSE :Dac(im(det,, A-unX.Mnldmn )) (noté « Det,(A-unX.Mnldmn )») 

(implicitement)PSF :Dac(im(X4,x)) (noté XA(x)) 


P5G :RS G(XA,x, A,n): XA(x)=Det:(A-mnX.Mnldmn). 


La proposition élémentaire Platoniste P5G utilise implicitement la fonction-concept Fcomgs 
telle que Fcomss(A,n,x) a la même signification que Det,(A-u:Xmnldmn). Les propositions 
élémentaires Platonistes définissant implicitement Fcom8s (Ao,Xo,no), pour tous objets mathématiques 
non-relationnels et différents de PEMP A;,xs,ns, sont totalement analogues aux propositions 
élémentaires Platonistes PSC à PSE.) 


On donne alors la définition implicite du symbole « XA(A) » : 
(implicitement)P6 :Dc(XA(A)) 


P7 : R7(XA4,A,n) :Xa(A)=0m,n. (Signification Platoniste de la Proposition auxiliaire principale). 


(On aurait cependant pu écrire le Théorème précédent sous la forme de la proposition “Si n est tel que 
n est élément de N* et A est tel que A est élément de M,(C), alors XA(A)-0”, en identifiant d’après les 
règles syntaxiques de convention du code Platoniste considéré X4 avec FPc(A), Fpc étant une fonction- 
concept.) 


EXEMPLE 44 : 
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On démontre facilement l’ Axiome du choix dans la TLP : 


On rappelle cet Axiome, exprimé sous forme d’une proposition mathématique simple : 

Si E est tel que « E est un ensemble non vide et pour tout (A,B) tel que A et B sont des 
éléments de E, « A est un ensemble non vide et B est un ensemble non vide et AAB=Ø » », alors il 
existe G tel que «« G est un ensemble et pour tout C tel que C est élément de E, il existe un et un 
seul g tel que « g est élément de C et g est élément de G » » et « pour tout h tel que h est élément de 
G, il existe D tel que « D est élément de E et h est élément de G » ». 


Preuve : 

Soit E un concept non-flou représentant un unique ensemble non vide dont les éléments sont 
des ensembles disjoints non vides. On note A le concept particulier non-flou défini par « A est tel que 
A est élément de E » 

D’après l’Axiome d’existence d'ensemble donné dans l’article précédent (” (Axiome 2.14e), il 
existe un ensemble non-flou unique F=UE(A) dont les éléments sont les éléments des ensembles A 
appartenant à E. En général les ensembles A sont des sous-ensembles d’un ensemble F, et donc on 
peut plus simplement utiliser cet ensemble F. 

D’après le premier article ®, il existe donc un concept non-flou F(E,F) dont les éléments sont 
toutes les applications de E dans F. 


On a vu dans l’article précédent que si on avait 2 ensembles A et B non vides et a étant le 
concept particulier défini par «a est tel que a est élément de A », et si on avait une définition non- 
floue D(o,a,A,B) telle qu’on ait un concept non-flou f(a,A,B) défini par « f(a,A,B) est tel que 
D(f(a,A,B),a,A,B) », défini uniquement on fonction de a,A,B et tel que f(a,A,B) est élément de B, 
alors il existait un concept particulier non-flou f défini uniquement en fonction de A,B défini par : 

« f est élément de F(A,B) et pour tout a tel que a est élément de A, f(a) est tel que D(f(a),a, A,B) ». 


On peut généraliser le théorème précédent au cas où f(a,A,B) est un concept particulier non- 
flou mais n’est pas défini uniquement en fonction de a,A,B. Alors on admet axiomatiquement que de 
façon évidente, f est un concept particulier non-flou, mais n’est pas défini uniquement en fonction de 
A,B. 


Appliquant l’ Axiome précédent pour (E,F) à la place de (A,B) et prenant comme définition 
D(0,A,E,F) : «o est élément de A », on obtient un concept particulier non-flou f, telle que f est élement 
de F(E,F) et pour tout A tel que A est élément de E, f(A) est élément de A. 


On considère alors l’ensemble G(F,E)={x tel que « il existe A tel que « A et élément de E et x 
est identique à f(A) » »}. 

D’après l’ Axiome d’existence d’ensemble G(f,E) est un concept particulier non-flou défini 
uniquement en fonction de f,E, et il est évident que tout objet Go pouvant être représenté par G(f,E) 
convient. 


5.CONSEQUENCES DE LA TMP EN PHYSIQUE (ET AUTRES SCIENCES) 


Toutes les sciences del’ Univers ou disciplines utilisant des mathématiques (physique, chimie, 
biométrie, économie, comptabilité) ont pour principe (implicitement) d’identifier les concepts de la 
réalité concrète qu’elles étudient avec des concepts généraux de la TMP. 

Ainsi par exemple en physique, on peut identifier le concept d’espace-temps avec le concept 
général non-flou R'XR”, et un évènement de l’espace-temps avec le concept général non-flou pouvant 
représenter tous les éléments de R°XR° du type (t,(x,y,z)). 

Alternativement (dans la Théorie de l’Ether) on pourra identifier le concept d’espace-temps 
avec le concept général non-flou g(t), avec g application de R° dans R‘XP(R') telle que pour tout t 
élément de R’, g(t)=(t,S(t)) avec S(t) est une sphère de centre (0,0,0) et de rayon R(t)=Cxprt, C étant 
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une constante réelle. Un évènement de l’espace-temps sera le concept général non-flou pouvant 
représenter tous les objets mathématiques du type (t,(x,y,z)), avec (t,(x,y,z)) est élément de {t}xS(t). 


De même on peut modéliser un champ électromagnétique dans le vide et en l’abscence de 
charge, dans un Référentiel de Lorentz, dans un volume parallèlipédique, de la façon suivante : 

Vo est un volume de forme parallélipédique ouvert (C'est-à-dire privé de ses fontières) sous-ensemble 
de R°. (On rappelle qu’on met l’indice « 0 » pour un symbole identifié à un objet mathématique). 

(E, B) est un concept particulier non-flou pouvant représenter tous les couples (Eo, Bo) de fonctions 
infiniment dérivables de de VọxR* dans R° et vérifiant les équations de Maxwell dans le vide et en 
absence de charge. (Formellement, un élément de V5XR est de la forme ((x,y,z),t), mais on l'écrira, 
dans tout ce qui suit, sous la forme (x,y,z,t)). 

Alors on définit «un champ électromagnétique dans le vide et en absence de charge dans un 
volume parallélipédique d’un Référentiel inertiel » comme le concept général non-flou identifié à 
(E,B) sans paramètres fixes. 

On définit «une description complète d’ un champ électromagnétique dans le vide, dans un 
volume parallélélipédique ď’ un Référentiel inertiel et en l’abscence de charge » comme le concept 
général non-flou pouvant représenter tous les triplets (-le vide-, Vo, -abscence de charges-, (Eo, Bo)). 


On peut généraliser ceci en définissant «un champ électromagnétique dans un milieu 
diélectrique ou magnétique dans un volume parallélipédique d’un Réfétentiel de Lorentz » comme un 
concept général non-flou. Pour cela on procède comme suit : 


-Vo est un volume de forme parallélipédique ouvert sous-ensemble de R? . 

- Emo Et Umo Sont des fonctions de R? dans R**, (identifiées à la permittivité et à la perméabilité du 
milieu), qui sont celles du vide pour (x,y,z) n’est pas élément de Vo. 

-Pio est une fonction infiniment dérivable de R?xR“ dans R et jo est une fonction infiniment dérivable 
de R°XR' dans R?, reliées entre elles par l’équation de conservation de la charge. (Ces fonctions seront 
identifiées avec la densité volumique de charge libre et la densité de volume de courrent libre) elles 
seront nulles si (x,y,z) n’est pas élément de Vo. 

-(E, B) est un concept particulier non-flou pouvant représenter tous les couples (Es, Bo) de fonctions 
infiniment dérivables de de R°xR* dans R° et vérifiant les équations de Maxwell. 

Alors on définit «un champ électromagnétique dans un milieu diélectrique ou magnétique 
dans un volume parallélipédique d’un Référentiel de Lorentz » comme le concept général non-flou 
identifié à (E,B) sans paramètres fixes. 

On définit aussi «une description complète d’un champ électromagnétique dans un milieu 
diélectrique ou magnétique dans un volume parallélipédique d’un Référentiel d Lorentz » comme le 
concept général non-flou pouvant représenter toutes les séquences : 

(-un champ électromagnétique dans un milieu diélectrique ou magnétique homogène, linéaire et 
isotrope dans un Référentiel inertiel-, (Emo, mo)), Vo; Pio» Jio, (Eo, Bo)). 

On pourra aussi identifier « un milieu diélectrique ou magnétique au concept général non-flou 
pouvant représenter tous les couples (-un milieu diélectrique ou magnétique homogène, linéaire et 
isotrope-, (Emo Hmo)) 


De même on peut identifier la chaine de caractères « une trajectoire d’ une particule 
libre dans le vide dans un volume parallélipédique d’un Référentiel inertiel» avec un concept 
général non-flou représentant les objets mathématiques de la forme : 

(Vo, Eo,Bo, -Co- (Co étant un chaine de caractère désignant la nature de la particule, par exemple 
«proton », « électron »), io (io nombre identifiant la particule), mo (mo masse de la particule, nombre 
réel), qo (qo charge de la particule, nombre réel), X10, Y10, Zio, Vxio> Vyro» Vz10> Xo(t), Yo(t), Zo(t)). 


Dans le multiplet précédent, Vo est un volume parallélipédique, (Eo,Bo) appartient au concept 
général non-flou « un champ électromagnétique dans le vide en abscence de charge dans un volume 
paralélipédique d’un Référentiel inertiel » (concept général non-flou défini précédemment) pour un 
volume Vo, (Xio:Y10:Z0) €t (Vx0:Vy10Vz10) Sont respectivement des éléments de Vo et de R? appelés la 
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position et la vitesse initiales (pour t=0) de la particule). xç(t), yo(t),zo(t) sont des fonctions de R* dans 
Vo définies par la relation fondamentale de la dynamique (F5=moyo) Fo et yo définis classiquement en 
fonction de Eo et B et de xo(t),yo(t),zo(t). On peut donc dire que (x{t),y(t),z(t)) est un concept 
particulier non flou défini uniquement en fonction des concepts particuliers non-flous m, q, 
XYZ Vx Vyb Vzb B,E) 

Ici on n’a pas modélisé les grandeurs physiques dans lesquelles sont exprimées les variables 
physiques considérées. Cependant ceci est possible si on suppose que toutes ces variables sont 
exprimées en Unité du Système International (seconde, mètre, kg, Coulomb, Tesla...).On peut 
cependant modéliser aussi n’importe quelle grandeur physique. Par exemple on remplace D, par 
DiX{s}, «s» étant un caractère identifié à un objet mathématique existant, et modélisant ainsi la 
grandeur « seconde ». 


De même, en électricité, on peut modéliser les appareils (résistance, condensateur, bobine 
d’induction, ampèremètre, voltmètre) par des concepts généraux. 

Ainsi, «une résistance » est identifiée à un concept général pouvant représenter tous les objets 
mathématiques res, de la forme (-une résistance-, B1,B2, Ro, {(QB1B2(0),Ug1B2(t),18182(t)}). 


Dans la séquence précédente : 
- «-une résistance- » , «Bl » et «B2» sont des concepts généraux non-flous représentant (et 
identifiés) chacun avec un objet mathématique unique qui est une chaîne de caractère. (qui sont « -une 
résistance- » , « B1 » et « B2 »). 
-Ro est élément de R** appelé valeur de la résistance reso. 
-{(Qg1B2(t),Urim(t),Isip2(t))} est un ensemble de triplets de fonctions Qgip(t),Usip(t),Isip(t) telles 
que Quir(t),UsiB2(t),1B1B2(t) sont des fonctions infiniment dérivables et définies de R* dans R, et telles 
que pour tout t dans R* Qgır2(t)=0 et Uip(t)=-Rolpip2(t). Cet ensemble est donc défini uniquement en 
fonction de R. 


On montre facilement qu’ «une résistance » est un concept général non-flou. 


De même on identifie avec des notations analogues « un condensateur » à un concept général 
pouvant représenter tous les objets mathématiques cond, de la forme (-un condensateur- 


„B 1,B2,Co, {(QB1B2(t),UB182(t),IB1B2(t))}). 


Avec : 
-Co est élément de R** appelé capacité de condo. 
-{(QB1B2(t),Urim(t),Isis2(t))} est un ensemble de triplets de fonctions Qgip(t),Usip(t),Isip(t) telles 
que Quint), UsiB2(t),1B1B2(t) sont des fonctions infiniment dérivables et définies de R* dans R, et telles 
que pour tout t dans R” Quip(t}=-CoUpimt) et IgiBt)=d(Qpist)/dt. Cet ensemble est donc défini 
uniquement en fonction de C . 


Plus généralement, un appareil électrique à 2 bornes sera un concept général non-flou pouvant 
repésenter tous les objets ap, de la forme : 
(«-(nom de l’appareil)- »,B1,B2, Cio,.…,Cpo {(QB1B2(t),Urir2(t),IB1r2(t))}) 


Les Cio sont des constantes caractérisant l’appareil électrique. Et l’ensemble 
{(Q8182(t),Ugi82(t),18182(0)} est défini uniquement en fonctions des Ci. 


Dans certains cas (par exemple une diode), on n’a pas une équation (différentielle ou non) 
reliant Ugip2 et Igip», Mais une courbe, appelée caractéristique de l’appareil électrique, identifiée à un 
sous-ensemble Car, de R°. On utilise alors Car, pour définir l’ensemble {(Qim(t), Urir(t),Ir1m2(t)}) et 
on remplace les Cio par Cars. 


On définit « un circuit » , comme un concept général non-flou pouvant représenter tous les 
objets lọ de la forme : 
l= (Noo, -circuit- 5 fo, {(Ai 5 …Ap0(D,1);., (A1, % ., Apoc), 0) } No; {e(1),..,e(no)}) 
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Dans le multiplet précédent : 

-Nco est une chaine de caractère donnant un nom de circuit. 

-«-circuit- » est un concept général non-flou représentant un unique objet mathématique qui 
est la chaine de caractère « -circuit-». 

-fọ est le nombre de fils du circuit. Le terme suivant est un ensemble noté Eflkc contenant fo 
multiplets, notés flı,...,flo, chacun étant appelé «un fil du circuit du circuit Nco ». Chaque Ai est 
appelé «un point du circuit Nco » et est identifié au triplet (A,io.jo), avec A symbole et is et jo des 
naturels non nuls. po(i) est une fonction ( de {1,...,f0} dans N*) donnant le nombre de points du i°"* fil. 

-n, est le nombre de nœuds du circuit. Un nœud est un point du circuit dont partent au moins 3 
fils. Les nœuds sont désignés par n1,...,ns0. 

-Pour i dans {1,...,n0}, e(1) est l’ensemble des points du circuit coincidant avec n;i. 


On supposera de plus que tout circuit lọ vérifie : 


-Tous les points de lọ Aiojo qui ne sont pas des nœuds sont distincts. 

-Tous les Ai i et les Aoo)io, (appelés extrémités du fil fo) sont des nœuds (sauf dans le cas où 
lọ ne comporte qu’un fil), et réciproquement il n’y a pas de nœuds en un point du circuit Nco qui n’est 
pas une extrémité d’un fil fio. 


Le cas particulier le plus simple,c'est-à-dire la ligne de circuit la plus simple, avec 1 seul fil 
sera représentée par un multiplet : 
(No-ligne-,1, {(Ai . 500,15 À 1,1) },0, Ø) 


On sait qu’un circuit électrique contient des appareils électriques (résistances, 
condensateurs. ..) et on a vu qu’on pouvait identifier chacune de ces appareils à un objet mathématique 
( reso, condo. ..). En général, ces appareils ont 2 bornes mais pas nécessairement (par exemple pour un 
transistor). Pour simplifier, on considèrera seulement le cas d’appareils à 2 bornes. On supposera de 
plus qu’il y a au plus un appareil entre 2 points successifs d’un fil du circuit considéré. 

Si on a un circuit lo, Aiojo €t Aio+1 jo étant 2 points successifs d’un fil f de lọ, on identifiera «un 
appareil ap, entre Aioo et Aio+ı jo» au multiplet : 

(Nco, Aiojo,Ai+01 jo,apo)- 

Ce multiplet signifie que dans le circuit Nco, Aio jo coincide avec la borne de apo, et Aio+ı jo 
avec la seconde. Dans le cas contraire on intervertit Aio jo et Aio+ı jo dans le multiplet précédent 

S'il n’y a pas d'appareils entre Aiojo et Aio+ıjo (seulement le fil), l’appareil ap, entre Aiojo et 
Aio+1ı jo Sera noté « 0 » dans le multiplet précédent. 


1 ière 


On identifie alors «un circuit électrique » à un concept général non-flou représentant les 
objets mathématiques Celo : 

Celo=(Nco, lo, Apo), défini par : 

-« Nco» est un concept général non-flou représentant un unique objet mathématique qui est une 
chaine de caractère , Nco sera le nom du circuit. 

-lọ est un circuit (de nom de circuit Nco) 

-Apo est l’ensemble de tous les multiplets de la forme précédente (Nco, Aiojo, Aio+1jo> apo). Il y 
a un tel multiplet pour chaque couple (Ac jo Aio+1 50 ). On identifie donc l’objet mathématique Apo à 
l’ensemble des appareils électriques sur le circuit. 


Si on a un circuit électrique Celo, on dira que (Nco;loi(t),.…,lom(t)) est le « multiplet intensité de 
Celo » si (oi(t),...,lon(t)) sont défins de la façon suivante : 


-Pour tout jo, Iojo(t) est l’intensité dans le fil fl de la ligne de circuit de Celo, dans le sens de 
Ai jo vers Apogo)jo- 

-Les Ioj(t) sont des fonctions, infiniment dérivables et de R* dans R (on peut remplacer R” par 
tout intervalle de R), définis par les équations suivantes : 

-Les équations de nœuds : La somme des intensités partant d’un nœud quelconque sont nulles. 
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-Les équations des appareils électriques du circuit : Si on a un élément de Apo (Nco, Aiojo, 
Aio+1 jo, Po), l’ensemble {(Qgam(t).Irir2(t),Unin2(t))} correspondant à ap, donne des équations entre les 
fonctions Q aio.jo,aio+1jo(t),Laiojoaio+1 jo(t) et Üaio jo. aio+1 jo(t). 

-Les équations des boucles : Pour chaque fil jo du circuit électrique, on considère une boucle 
de circuit contenant jo, c'est-à-dire une suite finie de points du circuit (notée Bcl(jo)) (B:0:...Bnjo;B10) 
telle que cette suite contienne le fil jo, et soit telle que 2 points successifs appartiennent à un même fil 
(c'est-à-dire soient reliés par un fil du circuit Nco). 

Alors pour chaque boucle Bcl(jo) on a : 

Unijor2jo(t) +. .+Upn-1joBnio(t)+ Usnjogijo(t)=0. 

(Certaines des équations précédentes ne sont pas indépendantes. On peut se limiter à un 
ensemble de boucles telles que chaque fil fl, appartienne à au moins une boucle. On doit au final 
utiliser fọ équation indépendantes, afin que le multiplet intensité de Celo soit défini uniquement en 
fonction de Celo. ) 


Dans le cas où on a un appareil électrique à bo bornes, avec bo>2, on doit supposer que cet 
appareil est placé en un nœud du circuit d’où partent bo fils. On modélise alors l’appareil par un objet 
mathématique apo analogue à res, et à condo: (nom de l'appareil, B1,...,Bbo, Cio,..,Cpo; 
{(bogi(t),.…,Inbogbo(t), UBipa(t),.…..… ;-Upbo-1Bbo(t))}). 

Dans le multiplet précédent, les termes sont analogues aux multiplets représentant une résistance ou un 
condensateur mais on a supprimé les fonctions analogues à Qg:182(t). 


On voit donc que pour toute science utilisant des mathématiques, on peut modéliser cette 
sciences par des objets mathématiques, et des concepts particuliers ou généraux, existants et définis 
d’après la TMP. Ceci est en particulier vrai en économie. C’est aussi le cas dans des domaines 
considérés comme non scientifiques, comme le jeu d’échec ou la comptabilité. 


6.CONCLUSION : 


On a donc vu dans cet article que la TLP est une théorie mathématique de logique pouvant 
interpréter l’ensemble des mathématiques classiques. Cette théorie mathématique est entièrement 
nouvelle et donne une justification théorique au Principe de Non-contradiction et au Principe du Tiers 
exclu qui sont admis axiomatiquement dans les théories actuelles de logique formelle. On a vu aussi 
que la TLP donne aussi une justification théorique à la consistance des théories mathématiques 
classiques. La TLP fait apparaître une analogie remarquable entre la construction de toutes les théories 
mathématiques classiques ainsi qu’entre la construction de toutes les propositions mathématiques et 
les démonstrations utilisées en mathématiques. La TLP modélise en effet toutes les théories 
mathématiques classiques ainsi que les propositions et démonstrations qu’elles utilisent à l’aide d’un 
code Platoniste. 


Ainsi la TMP apparaît comme une théorie mathématique fondamentale permettant de 
comprendre le sens profond des mathématiques. Elle apparaît comme étant à la fois un théorie des 
théories matématiques et aussi comme la théorie de toute théorie scientifique (notamment physique) 
utilisant des mathématiques. 
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2ème THEORIE : 


THEORIE ALEATOIRE DES NOMBRES. 


Auteur : Thierry DELORT. 
Date :Mars 2020. 


1 article : THEORIE ALEATOIRE DES NOMBRES-PARTIE I :CONJECTURE FAIBLE DE 
GOLDBACH. 


2°" article :THEORIE ALEATOIRE DES NOMBRES-PARTIE II :CONJECTURES FORTES 
DE GOLDBACH ET DES NOMBRES PREMIERS JUMEAUX. 


116 
Théorie mathématique Platoniste-Théorie aléatoire des nombres 


TABLES DES MATIERES. 


1 article :THEORIE ALEATOIRE DES NOMBRES- PARTIE I :CONJECTURE FAIBLE DE 


GOLDBACH. P118 
1.INTRODUCTION. P118 
2.THEORIE. P120 
3.APPLICATIONS. P126 
4. CONCLUSION. P133 


2% article: THEORIE ALEATOIRE DES NOMBRES- PARTIE II :CONJECTURES 
FORTES DE GOLDBACH ET DES NOMBRES PREMIERS JUMEAUX. 


P135 
LINTRODUCTION. P135 
2.THEORIE (RAPPELS). P137 
A)RAPPELS T.A.N. P137 
B)RAPPELS THEORIE DES PROBABILITES. P139 
3.DECIMALES D'IRRATIONNELS. P142 
4.ENSEMBLES ESTIMES. P143 
A)THEORIE. P143 
B)EXEMPLES. P158 
4.B.6.CONJECTURE FORTE DE GOLDBACH. P161 
4.B.7 CONJECTURE FORTE DES NOMBRES PREMIERS JUMEAUX. 

P176 
S.INTERPRETATION DE LA T.A.N PAR LA TMP P181 
6.RESTRICTION DES MODELISATIONS P182 
7.CONCLUSION. P185 


117 
Théorie mathématique Platoniste-Théorie aléatoire des nombres 


Titre :THEORIE ALEATOIRE DES NOMBRES -— PARTIE I: CONJECTURE FAIBLE DE 
GOLDBACH 

Auteur : Thierry DELORT 

Date :Septembre 2019 

Extrait du livre : Théories d’or 10° édition, Editions Books on Demand, Paris (2020) 


Résumé : 

Nous avons présenté en 2 articles (Théorie Aléatoire des Nombres (T.A.N) Parties I et II) une 
théorie mathématique étudiant le hasard en théorie des nombres, dont l’importance est fondamentale. 
Cette théorie fait apparaître que certaines propositions en théorie des nombres ont une explication 
théorique basée sur le hasard, sans que rien n’indique qu’elles aient en plus une démonstration 
classique, c'est-à-dire utilisant seulement les Axiomes classiques de la théorie des nombres. Au 
contraire, on peut penser que leur seule explication mathématique théorique est basée sur le hasard. 

Nous avons appelé Théorie Aléatoire des Nombres cette théorie très générale permettant 
d’étudier ces propositions, elle est basée sur un Axiome fondamental, 1 Axiome du Hasard, et aussi sur 
un nouveau type de proposition appelées pseudo-Axiomes aléatoires, propres à cette théorie et admis 
sans démonstration comme les Axiomes et dont la nécessité est la conséquence de l’Axiome du 
Hasard. Ainsi, la TAN permet d’obtenir des explications théoriques aléatoires, c'est-à-dire basées sur 
le hasard, à certaines propositions qui n’ont pas de démonstration classique. 

Dans ce premier article (T.A.N-Partie I) nous présentons les plus simples Axiomes et pseudo- 
Axiomes de cette théorie, et nous verrons qu’ils permettent malgré leur simplicité d’obtenir une 
explication théorique basée sur le hasard (appelée explication aléatoire) pour la Conjecture faible de 
Goldbach. Dans la seconde partie (T.A.N-Partie II), nous développerons cette théorie pour obtenir des 
explications aléatoires aux Conjectures fortes de Goldbach et des Nombres premiers jumeaux. 


L.INTRODUCTION 


La T.A.N (Théorie Aléatoire des Nombres) est une théorie destinée à étudier le hasard en 
théorie des nombres. Elle est basée sur l Axiome fondamental suivant : 


AXIOME 1 : (Axiome du Hasard) 
Des modèles statistiques non-certains expriment les propriétés des nombres. 


On dira qu’un modèle statistique est non-certain si on ne peut démontrer classiquement son 
existence, c'est-à-dire en utilisant seulement les Axiomes classiques de la Théorie des Nombres. 


On justifie l’Axiome du Hasard d’une part parce qu’il n’y a pas de raison pour lesquelles des 
modèles statistiques n’existeraient pas en Théorie des Nombres, et s’ils existent on devrait s’attendre à 
ce qu'ils soient définis en utilisant la Théorie des probabilités. Or dans la Théorie des Nombres 
classiques, il n’y a aucun exemple dans lequel on utilise la théorie des probabilités pour obtenir une 
proposition. 

Il est évident que si l’Axiome du Hasard est vrai, on ne pourra jamais le démontrer 
classiquement, en effet, il est équivalent à : 

« Des modèles statistiques exprimant des propriétés des nombres existent alors qu’on ne peut montrer 
classiquement, c'est-à-dire utilisant les Axiomes de la théorie des nombres classiques, leur validité. 


Il est donc de la forme : 
P : Q est vraie, mais on ne peut démontrer classiquement Q. 
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Il est clair que si une telle proposition P est vraie, on ne pourra jamais la démontrer car pour 
démontrer classiquement P on doit démontrer classiquement Q , ce qui est impossible si P est vraie. Et 
donc si l’Axiome du Hasard est vrai, on ne peut l’obtenir que de façon axiomatique. 

On voit que la conséquence de l’Axiome du Hasard, si on le suppose vrai, est qu’il est 
nécessaire d’utiliser une logique nouvelle, différente de celle utilisant seulement les Axiomes 
classiques de la Théorie des Nombres, pour obtenir des modèles non-certains. On appellera logique du 
hasard une telle logique. On verra que la Théorie Aléatoire des Nombres est fondamentale car elle 
permet de donner des explications aléatoires, c'est-à-dire des explications théoriques basées sur le 
hasard à de très nombreuses conjectures jamais démontrées, et en particuliers aux Conjectures fortes et 
faibles de Goldbach et des Nombres Premiers Jumeaux. 

La T.A.N, basée sur l’Axiome du Hasard précédent, étudie les modèles statistiques non- 
certains et leurs conséquences. Elle utilise des propositions d’un type nouveau, qu’on a appelé pseudo- 
Axiome aléatoires, qui sont analogues aux Axiomes classiques, c'est-à-dire qu’ils sont de formulation 
simple et qu’ils peuvent être justifiés par des arguments intuitifs évidents ou sont évidents. Ces 
pseudo-Axiomes aléatoires constituent la logique du hasard en théorie des nombres que nous avons 
défini précédemment. Ainsi, ils expriment l’existence, dans des cas particuliers complètement définis, 
de modèles statistiques exprimant les propriétés des nombres, et définis en utilisant la théorie des 
probabilités. 

De plus une conséquence de l Axiome du Hasard et de l’existence de modèles statistiques est 
qu’on obtient des propositions modélisées par des évènements non-certains. On verra qu’un pseudo- 
Axiome de la T.A.N permet d’obtenir dans certains cas des propositions classiques si elles sont 
modélisées par des évènements de probabilité proche de 1. La T.A.N n’est utile que si on utilise des 
modèles statistiques non-certains, car il est évident que tout modèle statistique certain ne nécessite pas 
la T.A.N pour être justifié. 


Nous présentons dans ce premier article (T.A.N-PARTIE I :Conjecture faible de Goldbach) 
une application très simple et fondamentale de cette théorie, on voit qu’elle permet de donner une 
explication aléatoire, c'est-à-dire une explication mathématique théorique utilisant seulement les 
Axiomes et pseudo-Axiomes de la T.A.N, à la Conjecture faible de Goldbach. 

Cette explication théorique aléatoire présentées dans ce premier article est la première 
justification mathématique théorique de la Conjecture faible de Goldbach. 

Il y a déjà eu des approches probabilistes pour expliquer la Conjecture de Goldbach, mais 
celles-ci étaient purement intuitives, et n’envisageaient pas ni ne montraient que celle-ci pouvait être 
expliquée par le hasard d’une façon théorique. 

Ainsi, par exemple, Hardy et Littlewood ont proposé une formule empirique estimant pour 
tout nombre pair n le nombre de paires de nombres premiers dont la somme donne n : 


n 


r z2 [] 2 
pln,p23 P =2 In(n) 

où [1,<0,66016 

Cette conjecture est obtenue ®© en utilisant la Théorie des nombres classique, et non en 

utilisant des probabilités comme on le dit fréquemment, elle est appelée Conjecture forte (ou 

«étendue ») de Goldbach et n’a jamais été démontrée tout comme la Conjecture faible de Goldbach 

(Tout nombre pair est la somme de 2 nombres premiers). 

Il est important de constater que ce premier article ne consiste pas à obtenir par des arguments 
intuitifs que le nombre de paires de nombres premiers dont la somme donne n est de l’ordre de 
n/In”(n), ce qui a déjà été fait, et de manière beaucoup plus précise par Hardy et Littlewood. En fait, il 
présente une théorie permettant de montrer que le hasard et ses lois expliquent la validité de 
nombreuses propositions en théorie des nombres qui n’ont pas de démonstration classique. Une telle 
théorie du hasard et de ses lois en théorie des nombres, basée sur l’ Axiome du Hasard et utilisant les 
pseudo-Axiomes et les définitions de concepts fondamentaux que nous proposons, est totalement 
nouvelle. En particulier nous définissons les concepts nouveaux et fondamentaux de propositions 
modélisées, ou modélisées exactement par des évènements ainsi que de lois numériques aléatoires. 
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En résumé, l’idée que le hasard puisse être à l’origine et la seule explication existante de la 
validité de nombreuses propositions en théorie des nombres, l’Axiome du Hasard exprimant cette 
idée, la Théorie du hasard dans les nombres proposée basée sur l Axiome du Hasard, d’un formalisme 
nouveau et utilisant des pseudo-Axiomes et de nouvelles définitions, et son application à la Conjecture 
faible de Goldbach, apparaissent comme étant des éléments nouveaux et fondamentaux de la théorie 
des nombres présentée dans cet article. On présente dans ce premier article les plus simples pseudo- 
Axiomes ainsi que les concepts fondamentaux comme ceux de propositions modélisées par des 
évènements ainsi que celui de loi numérique aléatoire, mais la Théorie Aléatoire des Nombres peut 
être développée. Ceci sera fait dans le second article, T.A.N-Partie II, où nous donnerons notamment 
une explication aléatoire aux Conjectures fortes Goldbach (Très proche de celle proposée par Hardy et 
Littlewood) et des nombres premiers jumeaux (Identique à celle proposée par Hardy et Littlewood). 

Dans les 2 articles exposant la Théorie aléatoire des nombres, on appellera espace probabilisable 
un triplet (Q,T,p) avec Q ensemble non vide, T tribu sur Q et p mesure sur T, alors que souvent on 
appelle espace probabilisable (Q,T) et (Q,T,p) un espace probabilisé. On pourra aussi parfois utiliser 
le caractère « Q » pour représenter un espace probabilisable mais cela sera toujours indiqué. 


2.THEORIE 


Nous allons étudier dans la T.A.N une catégorie de propositions particulière que nous avons appelées 
loi numérique aléatoire . 


DEFINITION 2.1 : 


a) «est modélisée par» est une relation qui peut exister entre des propositions et des évènements 
d’espaces probabilisables, définie par la propriété de correspondance suivante : 


Si P1 et P2 sont 2 propositions, et que Evil et Ev2 sont 2 évènements d’un même espace 
probabilisable, et si on a : 

P1 est modélisée par Evi. 

P2 est modélisée par Ev2. 

Alors : 

La proposition « P1 et P2 » est modélisée par l évènement « Evl et Ev2 ». 

La proposition « P1 ou P2 » est modélisée par l’évènement « Ev1 ou Ev2 » 

La proposition Non(P1) est modélisée par l évènement Non(Evl1). 


b)Soit F un sous-ensemble de N. 
f est une fonction de F dans N, telle que f(k) est élément d’un ensemble fini F(k). 
Xf(k) est une variable aléatoire à valeur dans F(k). 


On appellera loi numérique aléatoire sur F la proposition : 
« f(k) est modélisée par la variable aléatoire Xf(k) » 


Par définition, cela signifie que pour tout k dans F, et tout ix dans F(k), la proposition « f(k)=ix » est 
modélisée par l’évènement « Xf(k)=ix ». 


REMARQUE 2.2 : 


a)« P1 est modélisée par un évènement Evl » signifiera intuitivement que si le modèle statistique 
permettant d’obtenir la proposition précédente est valide avec une bonne approximation, P1 se 
comporte comme s’il avait les propriétés statistiques d’Evl. Nous admettrons des propositions, 
appelées pseudo-Axiomes aléatoires, modélisant des propositions par des évènements en accord avec 
la signification intuitive précédente. 
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b)En réalité, avec les notations du 2.1b) pour que la T.A.N soit intéressante, on doit être dans l’un des 
2 cas suivants : 

-Ou bien F est infini, mais pour tout k appartenant à F, on connaît un nombre fini d’étapes permettant 
d’obtenir f(k) (utilisant dans la pratique un ordinateur). 

-Ou bien F est fini (en général, F aura un seul élément, par exemple F={1}), mais pour au moins un 
élément k de F on ne connaît pas un nombre fini d’étapes permettant d’obtenir f(k). 

Dans l’article, on supposera qu’on est toujours dans l’un de ces cas. 


c)La T.A.N permet d’obtenir toutes sortes de propositions classiques, mais elle n’est intéressante que 
pour obtenir des propositions qu’on n’a jamais démontrées classiquement et qui de plus sont illustrées 
et en accord avec tous les tests réalisés, un test étant un nombre fini d’opérations. 

Par exemple, on sait que si, à l’aide d’un ordinateur, on vérifie pour des naturels pairs s’ils 
sont la somme de 2 nombres premiers, on trouvera toujours que c’est le cas. Ils vérifient donc la loi 
générale « Tout nombre pair est la somme de 2 nombres premiers », c'est-à-dire la Conjecture de 
Goldbach qui est donc à la fois illustrée et en accord avec tous les tests réalisés et de plus n’a jamais 
été démontrée classiquement. Elle fait donc partie des propositions classiques intéressantes à obtenir 
par la T.AN d’après la Remarque 2.2. 


Supposons maintenant qu’on ait obtenu la loi numérique aléatoire sur F={1} suivante, t(P) 
étant une fonction à de F dans F(1)={0,1} : 
«t(P)(1) est modélisée par la variable aléatoire Xt(P}(1) ». 
avec p(« Xt(P}(1}= 1 ») >1-10* (Pour simplifier, on identifiera parfois t(P}(1) avec t(P), puisque F n’a 
qu’un élément. En général, P sera une proposition et t(P) sera la fonction vérité de P, c'est-à-dire : Si P 
est vraie, t(P)(1)=1, sinon t(P)(1)=0). 


Si le modèle statistique ayant conduit à obtenir la loi numérique aléatoire précédente est valide 
avec une suffisamment bonne approximation, P se comporte comme un évènement de probabilité très 
proche de 1 et donc une conséquence de ceci peut être que P est vraie. 

Comme la conséquence t(P}(1)=1 n’est pas toujours vraie, on l’obtient par un pseudo-Axiome, 
le pseudo-Axiome 2.3 du modèle exact exposé ci-après, et admis sans démonstration comme un 
Axiome : 


PSEUDO-AXIOME 2.3 (du modèle exact): 


Si P est une proposition classique et si on a une loi numérique aléatoire sur un ensemble 
F={1} «t(P)(1) est modélisée par Xt(P)(1) » avec t(P)(1) à valeurs dans {0,1} et p(« Xt(P)(1)=1 »)=1, 
alors lorsque le pseudo Axiome 2.3 du modèle exact est valide pour la loi numérique aléatoire 
précédente, on obtient t(P)(1)=1. 


En fait la TA.N utilise 2 sortes de pseudo Axiomes aléatoires. Le premier pseudo Axiome est 
le pseudo Axiome du modèle exact précédent. La seconde sorte de pseudo Axiomes permet d’obtenir 
des modèles statistiques représentant des caractéristiques de fonctions numériques f(k). Ces modèles 
statistiques permettront d’obtenir des lois numériques aléatoires concernant f(k). 

En fait, dans la T.A.N, tous les modèles statistiques sont obtenus par des pseudo Axiomes 
aléatoires. La raison en est qu’il apparaît qu’un modèle statistique peut être valide dans un cas et 
invalide dans un autre cas tout à fait analogue. 


Le second pseudo Axiome aléatoire de la T.A.N introduit le modèle le plus simple : le modèle 
équiprobable. 
Nous allons tout d’abord justifier ce pseudo Axiome aléatoire : 
Cette justification intuitive donnée ci-après est assez simple. On peut en fait admettre sans 
démonstration ce pseudo-Axiome car il est à la fois très simple et évident, de la même façon qu’on 
admet les Axiomes dans les Théories mathématiques. 
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Supposons qu’on ait un ensemble E contenant n éléments, et qu’on sache qu’un sous-ensemble 
de E noté A contient un nombre a d’éléments. 
On considère la proposition : P : «x est élément de A », et on suppose qu’on ignore si P est vraie ou 
fausse. 
On considère alors seulement que x est un élément d’un ensemble contenant a éléments, lui-même 
sous-ensemble d’un ensemble contenant n éléments. 


On peut alors considérer que x est fixé, et que A peut alors être n’importe quel sous-ensemble 
de E avec a éléments, avec équiprobabilité pour chaque sous-ensemble. On obtient alors de façon 
élémentaire que la probabilité que x appartienne à A (et donc que P soit vraie) est égale à a/n. 

Si par contre on considère que A est fixé, et que x peut être n’importe quel élément de E avec 
équiprobabilité, on obtient aussi de façon élémentaire que la probabilité que x appartienne à A (et donc 
que P soit vraie) est aussi égale à a/n. 

On obtient aussi la même probabilité (que P soit vraie) en considérant que (x,A) peut être avec 
équiprobabilité n’importe quel couple dont le premier terme est un élément de E et le second terme est 
un sous-ensemble de E contenant a éléments. 


Ainsi d’après ce qui précède si on a une proposition de la forme P(A Qk) : « x, est élément de 
A4», où À, est un sous-ensemble fini d’ un ensemble Q,, connaissant le nombre d’éléments de A, et 
de Qg, si on considère seulement dans la proposition précédente le fait que xk est un élément d’un 
ensemble A, contenant Card(A,) éléments, lui-même sous-ensemble d’un ensemble fini Qg contenant 
Card(Q,) éléments, alors si de plus on ignore si P(A% Qk) est vraie ou fausse, P(Ak,Q) se comporte 
comme si elle avait la probabilité d’être vraie de l’évènement Ev(Ax,Qx) : «x{ est élément de Ax » de 
l’espace probabilisable équiprobable (Qk, P(Qx),peqox), OÙ peqox représente la probabilité équiprobable 
sur l’Univers Qu. 


Ainsi, ce qui précède est la justification intuitive du pseudo Axiome aléatoire suivant, 
permettant d’obtenir de nombreuses lois numériques aléatoires: 


PSEUDO-AXIOME 2.4 :(du modèle équiprobable) : 


Si on a une proposition Px: «x, est élément de A4», où A, est un ensemble fini dont on 
connaît le nombre d’éléments, qui est un sous-ensemble d’un ensemble fini Q, dont on connaît aussi le 
nombre d’éléments, alors lorsque le pseudo- Axiome du modèle équiprobable est valide pour 
(rx Akk) s 
La proposition Px :« Xx appartient à Ax » est modélisée par évènement « x € À, » de l’espace 
probabilisable (Qk ,P(Qx),Peaox) Où pour tout ensemble Q la probabilité pen désigne la probabilité 
équiprobable sur Q. 

On appellera plus simplement l’espace probabilisable (Qz,P(Qx),pegox) « espace équiprobable Qk ». 


REMARQUE 2.5: 


On a choisi la notation « x,,, € À, » plutôt que «Ax» ou « XE À, » pour représenter 


l’évènement modélisant «x, appartient à A, » car il est clair que cet évènement est différent d’un 
évènement modélisant « y, appartient à Ax » où ykÆx.. Dans ce cas, bien qu’on ait désigné les espaces 
probabilisables auquels ils appartiennent par la même notation (Qx,P(Qx),Peox), ils sont différents. On 
pourra les distinguer en les notant : (x{,(Qx,P(Qx),Pegox)) et (Yo (Qk, P(Q),Pegox)). 


Il est clair qu’avec ce modèle : 

Card(4,) 
(y E 4, ) = —— 
Paas Co AE Co) 
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en général, on appliquera ce pseudo Axiome pour (Xk, Ax,Q), avec Ax appartenant à un sous-ensemble 
A de P(Q;). On écrira alors qu’on a supposé que le pseudo Axiome du modèle équiprobable était 
valide pour (xx,4,Q,). Nous allons montrer qu’on peut toujours considérer que À est une tribu (sigma- 
algèbre): 


REMARQUE 2.6 : 
On rappelle d’après la Définition 2.1a) et b) la propriété de correspondance : 


Si la proposition X est modélisée(ou est modélisée exactement) par EvX et la proposition Y 
par EvY, EvX et EvY appartenant au même espace probabilisable alors : 
-La proposition Non(X) est modélisée (ou est modélisée exactement) par l’évènement Non(EvX). 
-La proposition « X et Y » est modélisée (ou est modélisée exactement) par l’évènement « EvX et 
EvY » 
-La proposition « X ou Y » est modélisée (ou est modélisée exactement) par l’évènement « EvX ou 
EvY » 


Il en résulte que si X1,.,Xn sont des propositions modélisées (ou modélisées exactement) par des 
évènements Ev1l,....Evn d’un même espace probabilisable, alors toute proposition P(X1,.,Xn) 
construite à partir de X1,...,Xn, utilisant seulement des « et », des « ou » et des « non » est modélisée 
(ou est modélisée exactement) par l’évènement P(Ev1...,Evn) (qui est aussi un évènement de l’espace 
probabilisable). Ceci est obtenu car «et », « ou », « non » ont les mêmes propriétés utilisés avec des 
propositions ou utilisés avec des évènements d’un espace probabilisable (commutativité, 
associativité,distributivité..……) 


On a alors le Théorème : 
THEOREME 2.7 : 


(i) Si le pseudo Axiome du modèle équiprobable est valide pour (x, Ax,Q) et (xx, Bk Qx), alors il est 
valide pour (x AUB, Q,) „pour (Xk, AkNBx OK) et pour (rx Qx/Ax, Or). 


(ii)L’ensemble B des sous-ensembles Ax de Qx tels que l’ Axiome du modèle équiprobable soit valide 
pour (Xk Ak, Qy) est une tribu. 


Démonstration : 
Si l’Axiome du modèle équiprobable est valide pour (Xk, Ax, Qx), alors la proposition « Xx appartient à 


Ax » est modélisée par l’évènement « xX) € À, » de l’espace équiprobable Qx. 

D’après la propriété de correspondance, Non(« x, appartient à Ax ») est modélisée par l’évènement 
Non(« Xa) € À, ») 

Ceci est équivalent à : 

« Xk appartient à Q,/AX » est modélisée par « Xg € Q, / 4, ». 


Donc l’Axiome du modèle équiprobable est valide pour (xx, Qx/Ax, Qk). 


Si l’Axiome du modèle équiprobable est valide pour (xx, A, Q) et pour (xx, By Qx) : 
La proposition «xx appartient à Ax» est modélisée par l’évènement « X) € 4, » de l’espace 


équiprobable Q,. 

La proposition «xx appartient à B» est modélisée par l’évènement « x,,, € B, » de l’espace 
équiprobable Q,. 

Donc en utilisant la propriété de correspondance: 
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La proposition « «Xx appartient à Ax» et «x, appartient à BL.» » est modélisée par l’évènement 
« Xa € A, Et Xa) € B, », ce qui est équivalent à : 


La proposition : «xx appartient à ANB» est modélisée par l’évènement «x,,, € 4, NB, » de 


l’espace équiprobable Qg. 
Ce qui signifie exactement que l Axiome du modèle équiprobable est valide pour (xx, AkNBk Qk). 


On montre de même qu’il est valide pour (xx, AkUBx,Qx). 
On a donc montré le Théorème 2.7a), qui entraîne le Théorème 2.7b). 


On a donc montré le Théorème 2.7. 


On verra que le pseudo Axiome aléatoire du modèle équiprobable a de nombreuses applications dans 
la T.A.N. Il permet en effet d’obtenir de nombreux modèles statistiques. 


En général, si on obtient une loi numérique aléatoire sur un ensemble F : 
« f(k) est modélisée par la variable aléatoire Xf(k) » 
on ne peut pas en obtenir des propositions classiques. Cependant il semble évident que dans certains 
cas, on peut considérer que les variables aléatoires Xf{k) sont indépendantes entre elles. Comme ceci 
n’est pas toujours vrai, on l’obtient par un pseudo-Axiome très simple, le pseudo-Axiome des 
variables indépendantes : 


PSEUDO-AXIOME 2.8 des variables indépendantes : 


Si on a une loi numérique aléatoire sur F « f(k) est modélisée par Xf(k) » alors lorsque le 
pseudo-Axiome des variables indépendantes est valide pour cette loi, on obtient la loi numérique 
aléatoire « f(k) est modélisée par Xf(k) », où les variables aléatoires sont indépendantes entre elles, 
définies sur un Univers infini si F est infini. 


REMARQUE 2.9 : 


En réalité, si on obtient une loi numérique aléatoire « f(k) est modélisée par Xf{k) » en 
utilisant le pseudo-Axiome du modèle équiprobable, on peut en général obtenir qu’un nombre fini des 
variables aléatoires Xf(k) sont indépendantes entre elles, par application du modèle équiprobable sur 
un produit fini d’Univers associés aux variables aléatoires. 

Ceci s’obtient en utilisant que si on a des Univers finis Q,,..,0,, et des ensembles A;,..,A, avec 
pour tout i A; est inclus dans Q;, alors : 


Card(A, 
De IT ard(A,) 


Card(Q, x...xQ,) [I Card(Q,) 
i=1 


Il en résulte que dans l’espace probabilisable équiprobable d’Univers Q,*x...xQ,, les évènements « Xg 
est élément de A; » sont indépendants entre eux. 


En généralisant ceci à un Univers produit infini, on obtient comme dans le pseudo-Axiome 2.8 
des variables indépendantes précédents que les variables aléatoires Xf(k) sont indépendantes sur un 
Univers infini. 

Cette Remarque 2.9 constitue aussi une justification intuitive du pseudo-Axiome 2.8 précédent 
des variables indépendantes. 
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Ainsi la T.A.N présentée dans cet article repose sur le pseudo Axiome2.3 du modèle exact, le 
pseudo Axiome du modèle équiprobable et le pseudo-Axiome 2.8 des variables indépendantes. 

On utilise ces pseudo Axiomes pour obtenir des lois numériques aléatoires et des propositions 
classiques. Comme on l’a dit dans la Remarque 2.2, seules les propositions classiques qui n’ont jamais 
été démontrées classiquement mais qui sont illustrées et en accord avec tous les tests réalisés sont 
intéressants. On verra notamment qu’on peut obtenir la Conjecture de Goldbach et des propositions 
classiques en accord et illustrées par les tests définissant la Comèête de Goldbach obtenue par 
ordinateur. 


DEFINITION 2.10 : 


a) On appellera pseudo-preuve aléatoire d’une loi numérique aléatoire ou d’une proposition 
classique son obtention utilisant les pseudo-Axiomes de la T.A.N, ainsi que la Théorie 
classique des nombres et celle des probabilités. 

b) On dira qu’une proposition classique a une explication aléatoire si elle a une pseudo-preuve 
aléatoire et que celle-ci est très intéressante, puisqu'elle répond aux critères suivants : 

-On n’a jamais pu la démontrer ni sa négation. 

-Elle est illustrée par des tests . 

-Si des propositions contradictoires P1,..,Pn ont des pseudo-preuves aléatoires, une seule d’entre 

elles, celle la mieux illustrée par les tests, pourra avoir une explication aléatoire. Si les tests ne 

peuvent départager, on choisira celle obtenue par le modèle statistique le plus précis. 


Les définitions données précédemment n’ont pas la même nature : Si on peut considérer que a) 
donne une définition mathématique d’une pseudo-preuve aléatoire, cela n’est pas le cas de la 
définition d’une explication aléatoire donnée en b). En effet, on utilise l’expression « proposition 
ayant une explication aléatoire » pour désigner une proposition ayant une pseudo-preuve aléatoire 
celle-ci étant très intéressante, car elle répond à certains critères. Et donc explication aléatoire n’a pas 
de définition mathématique formelle, contrairement à pseudo-preuve aléatoire. 


La T.A.N permet de mettre en évidence que le hasard et ses lois expliquent la validité de 
certaines propositions (propositions, lois numériques aléatoires exacte). Il n’y a aucune raison à priori 
pour que ces propositions aient en plus une démonstration classique : Il est très possible que certaines 
de ces propositions aient uniquement le hasard comme origine de leur validité. De plus on peut 
s’attendre à ce que seules certaines propositions ayant une pseudo-preuve aléatoire soient en accord et 
illustrées par tous les tests réalisés et donc aient une explication aléatoire intéressante. 


REMARQUE 2.11 : 


a)On rappelle t(P)=1 si P vraie et t(P)=0 si P fausse. Si P(k) est une proposition dépendant d’un 
naturel k, on considèrera souvent la fonction t(P(k)) en vue d’ obtenir des lois numériques aléatoires. 


b) Si une proposition classique a une explication aléatoire (Déf 2.10), alors le fait qu’elle concerne une 
infinité de naturels est nécessaire pour qu’on ne puisse la démontrer classiquement n1 sa négation. Ceci 
justifie les 2 types de lois numérique aléatoires considérées, sur un ensemble F fini ou infini. 


c) Nous allons montrer que la Conjecture de Goldbach a une explication aléatoire , sa pseudo-preuve 
aléatoire utilisant les pseudo-Axiomes très simples de la T.A.N présentées dans cet article, et que la 
T.A.N permet d’obtenir des propositions classiques ayant une explication aléatoire en accord et 
illustrées par les tests obtenus par ordinateur définissant la Comète de Goldbach. 


d) Si on montre qu’une proposition classique a une explication aléatoire, on n’a pas prouvé qu’elle est 


vraie mais on a prouvé trois aspects essentiels de la proposition considérée: 
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- Elle a une explication théorique basée sur le hasard, obtenue à partir d’Axiomes et de pseudo- 
Axiomes de la T.A.N, qui sont simples et ont un caractère d’évidence tout comme les Axiomes 
classiques. 

- Cette explication théorique basée sur le hasard et ses lois, appelée explication aléatoire, montre 
qu’elle peut être la conséquence de modèles statistiques qui sont complètement déterminés et dont on 
connaît l’origine de la validité en considérant les pseudo Axiomes utilisés pour les obtenir. 

-Cette explication théorique aléatoire est fondamentale puisque la proposition n’a pas de preuve 
classique, et qu’il est tout à fait possible qu’elle soit la pure conséquence du hasard et de ses lois et 
n’ait donc pas de preuve classique. 


3.APPLICATIONS 


Nous allons établir que la Conjecture faible de Goldbach a une explication aléatoire. Ainsi, 
d’après ce qui précède, on va démontrer que la Conjecture de Goldbach a une explication rationnelle 
basée sur le hasard et mettre en évidence les modèles statistiques dont elle peut être la conséquence. 


On rappelle la Conjecture de Goldbach : 
« Tout nombre pair est la somme de 2 nombres premiers ». 


APPLICATION 3.1 : 


k étant un naturel pair, on considère la proposition P(k) : 

P(k) :« k est la somme de 2 nombres premiers ». 

On définit les ensembles : 

E(k) est l’ensemble des paires de naturels impairs inférieurs à k. 

A(k) est l’ensemble de paires de nombres premiers inférieurs à k. 

B(k) est l’ensemble de paires de naturels impairs dont la somme donne k. 
On note a(k),b(k).,e(k) le nombre d’éléments de A(k),B(k), E(k). 

Dans ce qui suit, 1,j,k représenteront toujours des naturels pairs. 


On considère la fonction f(k)=t(P(k)). 

On pose : 

O(k)={(Ax,Bx) , Ax et BL sous-ensembles de E(k) ayant a(k) et b(k) éléments} 

C*(k)={(Ax,Bx) tels que (Ax,Bx) appartient à Q(k) et Ax et Bx ont au moins un élément en commun}. 
(Formellement il eût été préférable de considérer que Q(k) est l’ensemble des couples (A4,B(k)) de 
même que C*(k), mais on vérifie que les 2 choix de Q(k) conduisent aux mêmes résultats). 

Alors, on remarque que P(k) s’exprime : 

P(k) :« (A(k),B(k)) appartient à C*(k) » 

Donc, on suppose que le pseudo-Axiome 2.4 du modèle équiprobable est valide pour 
((A(k),B(k)),C*(k),Q(k)). 

On obtient alors : 

P(k) est modélisée par l’évènement « C*(k) » (ou « (4,,B,)E C* (k) ») de l’espace équiprobable 


(Q(k), PE), Peaow). 
On rappelle la définition formelle d’une loi numérique aléatoire (Définition 2.1): 
DEFINITION 3.1.1 : 


Si f(k) est une fonction définie sur un sous-ensemble F de N et que pour tout k appartenant à F 
f(k) appartienne à un ensemble fini de naturels {xx1,....,Xknd}, alors on aura la loi numérique 
aléatoire sur F « f(k) est modélisée par la variable aléatoire Xf(k) » si pour tout k appartenant à F, 
Xf(k) soit à valeurs dans {xk1,.. ,Xknd) } et la proposition « f{k)=xk; » soit modélisée par l’évènement 
« Xf(k)=xx;i », Xf(k) étant pour tout k une variable aléatoire définie ou partiellement définie. 
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REMARQUE 3.12 : 


Une application immédiate de cette Définition est le cas où pour k appartenant à un sous- 

ensemble F de N, on a une proposition P(k) qui est modélisée par un évènement Ev(k) d’un espace 
probabilisable (Q%,B,px), identifié avec Qx. 
On définit alors la variable aléatoire XtP(k) sur l’espace probabilisable Qx, à valeur dans {0,1}, et telle 
que l’évènement Ev(k) est identifié à l’évènement « XtP(k)=1 ». Alors comme P(k) est équivalente à 
«t(P(k))=1 », on obtient la loi numérique aléatoire «t(P(k)) est modélisée par la variable aléatoire 
XtP(k) » avec p(XtP(k}=1)}=-px(Ev(k)) 


On obtient donc d’après cette remarque la loi numérique aléatoire : 


H(P(k)) « t(P(k) est modélisée par la variable aléatoire Xt(P(k)) avec : 


PXP) =1) = peau (C * (R)) = o a | 


On pose alors : 
C(k)(0)= {(Ax,Bx) / (Ax,Bx) appartient à Q(k) et Ax et Bx ont 0 éléments en commun}. 
Il est alors évident : C*(k)}=Q{k)/C(k)(0) 


En utilisant les formules classiques de dénombrement on obtient : 
Card (Q(k)) = CRC 
Card(C(k)(0)) = EC 


Donc : 
e(k)—b(k), e(k)—-b(k)+1, „e(k)-b(k)-a(k)+1) 
Paa OD EE E er à 
donc : 
b(k) b(k) b(k) 
Paotw (CO) = (1 PUS Abe 0 ae D 
On pose : 
eN p(a(k),b(k),e(k)=peaago (C(K)(0)). 
n a donc : 


Pegow (C*(k))=1-p(a(k),b(k),e(k)) 


On cherche une approximation de p(a(k),b(k),e(k)). 


On a: 
b(k) a(k) _ bo) a(k) 
a AD N < p(a(k),b(k),e(k)) < (1 e 
De plus on peut écrire: 
AUONTE _ BG) 
a e exp(a(k)Log(l D) 


On verra plus loin en calculant les expressions de a(k),b(k),e(k) que pour k tendant vers l’infini on a 
a(k}/e(k) et b(k)/e(k) tendent vers 0 et a(k)b(k)/e(k) tend vers l’infini. 

Dans la suite, la notation s;(k) désignera toujours une fonction tendant vers 0 pour k tendant vers 
l'infini. 

En utilisant que si £,(k) tend vers 0 pour k tend vers l’infini, alors il existe une fonction £2(k) tendant 
aussi vers 0 pour k tendant vers l’infini telle que Log(1+e,(k))=8,(k) (1+8(K)), on arrive facilement à : 
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pa(k), b(k),e(k)) = exp(- i +e) 


où e(k) est une fonction tendant vers 0 pour k tend vers l’infini. 


Calculons maintenant a(k),b(k),e(k). 

E(k) est l’ensemble des pairs {x,y} de naturels impairs inférieurs à k. e(k) est le nombre d’éléments de 
E(k). 

Si k est pair, k=2p, il y a p naturels impairs inférieurs àk : {1,...,2p-1}. 

Donc e(k)=(p°-p)/2, car il y a p° couples (x,y) mais p°-p couples (x,y) avec x#y. 

On a donc e(k)=(p°-p)/2=K?/8 


On emploiera la notation f(k)=g(k) si il existe une fonction e(k) tendant vers 0 pour k tendant vers 
Pinfini avec f(k)=g(k)(1+e(k)). 


Il nous suffit d’étudier P(k) pour k supérieur à 10000 car utilisant un ordinateur on a déjà montré que 
P(k) était vrai pour k inférieur à 10000. 


A(k) est l’ensemble de paires {x,y} de nombres premiers inférieurs à k, et on sait qu’une estimation du 
nombre de nombres premiers inférieurs à k est égale à k/Log(k). 
Il en résulte que i de d’éléments a(k) de A(k) est estimé par: 


a(k eo. 


Enfin B(k) est l’ensemble des paires {x,y} de nombres impairs tels que x+y=k. 

On a (si k= 2p) pour x l’ensemble des valeurs {1,...,2p-1}, soit p valeurs, et alors y est complètement 
déterminé. 

Il en résulte qu’ une estimation de b(k) le nombre d’éléments de B(k) est : 

b(k)=p/2=k/4. 


On obtient donc : 
a(k)b(k) N k 


elk)  (Log(k)) 


D’où: 
k 
p(a(k), b(k),e(k)) = exp og) z(l+e(k))) 


Et donc on a obtenu la loi numérique aléatoire, k étant un naturel pair supérieur à 10000 : 
H(P(k)) : « t(P(k)) est modélisée par la variable aléatoire Xt(P(k)) avec : 


k 
P(XI(P(k)) = 1) = 1 p(a(k), b(k),e(k)) = 1— exp( Log} A+e(k))) » 


On calcule que prenant k =10000, cette probabilité p(a(k),b(k),e(k)) est de l’ordre de 10. 


APPLICATION 32 : 


On considère la proposition P : 
P : « Pour tout naturel k supérieur à 10000, k est la somme de 2 nombres premiers (distincts). » 
On cherche à modéliser t(P) par une variable aléatoire Xt(P). 
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Si on applique le pseudo-Axiome 2.8 des variables indépendantes à H(P(k)), on obtient une loi 
numérique aléatoire Hin(P(k)) identique à H(P(k)) mais dans laquelle les variables aléatoires 
Xinat(P(K)) sont indépendantes. 


Pour obtenir des propositions classiques à partir d’une loi numérique aléatoire, on utilise la Propriété 
de correspondance généralisée suivante, qui complète la définition 2.1a) des relations « est modélisée 
par » en généralisant la propriété de correspondance définie dans la même définition: 


PROPRIETE DE CORRESPONDANCE GENERALISEE 3.2.1 : 


A)On a vu dans la Remarque 2.6 (utilisant la propriété de correspondance (Définition 2.1)) que si on 
avait des modélisations : «Pi est modélisée par l’évènement Evi », Evi évènement d’un Espace 
probabilisable (Q,B,po), alors toute proposition P(P1,..,Pn) utilisant un nombre fini de Pi, de « ou » ,de 
«et »de « non », était modélisée par l’évènement P(Ev1,..,Evn). 

On remarque que dans P(Ev1...,Evn), on peut remplacer « et » par « N », « ou » par « U », et « non » 
par «(Q/ ) ». 

On généralise cette proposition au cas où on a une infinité de modélisations « Pi est modélisée par 
Evi », i appartenant à un ensemble infini F et les Evi appartenant au même espace probabilisable. 
Alors, par généralisation de la définition de « est modélisée »: 


La proposition N Pi est modélisée par l'évènement N Evi. 
ieF ieF 


On a la même propriété remplaçant l’intersection infinie par une union infinie. 


Evidemment, ^ Pi signifie que pour tout i dans F, Pi est vraie, et U Pi signifie qu’au 
ieF iI 


moins une proposition Pi est vraie, pour i dans F. 


B) Plus généralement, supposons dans B) qu’on ait une loi numérique aléatoire sur un ensemble F fini 
« f(k) est modélisée par Xf(k) », les variables aléatoires Xf(k) étant définies sur le même espace 
probabilisable fini (Q,B,p) et pour tout k f(k) prenant un nombre fini de valeurs dans un ensemble fini 
noté F(k). 

Supposons que les naturels 1,...,n appartiennent à F et qu’on ait une proposition P(f(1),...,f(n)) dont la 
vérité dépende seulement des valeurs prises par f(1),...f(n), c'est-à-dire que P(f(1),..f(n))est vraie 
ou(exclusif) fausse. 

Alors P(f(1),..,f(n)) est équivalent à une proposition de la forme : 

«« f(1)=a;; » et...et_ « f(n)=an » » ou... «(1)=ax »et....et « f(n)=ak » » 

Dans cette proposition la valeur des ax; dépendent seulement de la proposition P(f(1),..,f{n)). 
Appliquant la Propriété de correspondance (Définition 2.1) ou la Remarque 2.6, on obtient que 
P(f(1)....f(n)) est modélisée par l’ évènement P(Xf(1),...,Xf{(n)) de(Q,B,p). 


C)Ce qui précède est vrai pour F fini, mais comme en A), on généralise cette Propriété avec une F 
infini: 

Supposons qu’on ait une loi numérique aléatoire sur un ensemble F infini « f(k) est modélisée par 
Xf(k) », les variables aléatoires Xf(k) étant définies sur le même espace probabilisable infini (Q,B,p) et 
pour tout k f(k) prenant un nombre fini de valeurs dans un ensemble fini noté F(k). 

Si on a une proposition P((f{i}r) dont la vérité dépende seulement de (f(i))r, c'est-à-dire P(fG))p) est 
vraie ou(exclusif) fausse, alors on admettra, en généralisant la propriété précédente établie pour F fini, 
et donc en généralisant la propriété de correspondance, que P(f{i)r) est modélisée par l évènement 
P(Xfi)r) de (Q,B,p). 


On appellera Propriété de correspondance généralisée la Propriété précédente, de laquelle on peut 
obtenir le A) : 
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Avec les hypothèses du A), on définit la fonction f de F dans {0,1} telle que pour tout i dans F, 
« f(1)=1 » est équivalent à « Pi est vraie ». Pour tout i dans F on définit aussi la variable aléatoire Xf{(1) 
à valeur dans {0,1} telle que « Xf{(1)=1 » est équivalent à « Evi ». Alors on considère les propositions : 


« Pour tout i de F, f(i)=1 » et « Il existe i dans F, tel que f{i)=1 ». 


D’après la Propriété de correspondance généralisée 3.2.1 précédente, i étant toujours un nombre pair, 


la proposition Qu EPOSI est modélisée par Qoo X mt PO) = 1". (On rappelle 


«t(P(1))}=1 » est équivalent à « P(i) est vraie ») 

La proposition précédente étant équivalente à P et les variables Xinat(P(1)) étant indépendantes, on a 
donc obtenu la loi numérique aléatoire H(P) : 

H(P) : «t(P) est modélisée par la variable aléatoire Xt(P) avec : 


. É k 
POA(P) = 1) LI exp( Lo} A+e(k)))) » 


En exprimant l’expression précédente en somme de logarithmes et en utilisant Log(1+e(x))=e(x), 
remarquant qu’on a des termes positifs et décroissant on peut approximer l’expression précédente par 
une intégrale. On obtient alors qu’elle est de l’ordre ou inférieure à 10°”. 


On a donc obtenu la loi numérique aléatoire : 

HP) : «t(P) est modélisée par la variable aléatoire Xt(P) avec : 

p(Xt(P}=1) supérieur ou de l’ordre de 1-10? » 

En utilisant alors le pseudo Axiome 2.3 du modèle exact, on obtient t(P}=1, c'est-à-dire P qui est 
exactement la Conjecture de Goldbach. On rappelle que la Conjecture de Goldbach est une proposition 
illustrée et en accord avec tous les tests réalisés. Puisque P n’a jamais été contredite ni prouvée 
classiquement, on obtient donc que P a une explication aléatoire. (Déf 2.10) 


On a donc montré : 
a)La conjecture de Goldbach a une explication théorique basée sur le hasard. 


b)Elle peut en effet être déduite de modèles statistiques complètement déterminés et dont on connaît 
l’origine de la validité (Les pseudo-Axiomes utilisés). 


c)Cette explication théorique aléatoire est fondamentale puisque la Conjecture de Goldbach n’a jamais 
été prouvée classiquement, il est donc très possible qu’elle soit seulement la conséquence du hasard et 
n’ait donc pas de preuve classique. 


Donner une explication aléatoire à la Conjecture faible de Goldbach était l’objectif principal de cet 
article. Dans ce qui suit, on va donner une pseudo-preuve aléatoire (Définition 2.10) à d’autres 
propositions liées à la Conjecture de Goldbach, notamment des propositions générales prévoyant que 
la Comète de Goldbach est une Comète et donnant la définition mathématique des courbes constituant 
cette Comète. On verra que ces propositions, en dépit du fait qu’elles semblent illustrées par la Comète 
de Goldbach sont fausses, car elles sont contredites par la Conjecture Forte de Goldbach proposée par 
Hardy et Littlewood. Cependant, en affinant le modèle statistique permettant d’obtenir les propriétés 
générales de la Comète de Goldbach on obtiendra dans un 2°®™ article ” des propositions beaucoup 
plus précises et illustrées par des tests statistiques, comme la Conjecture forte de Goldbach et celle des 
nombres premiers jumeaux proposées par Hardy et Littlewood ®. De plus, les 2 applications suivantes 
montrent comment utiliser la T.A.N pour obtenir d’autres types de propositions classiques ou de lois 
numériques aléatoires. 
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APPLICATION 3.3. 


Nous allons maintenant obtenir des lois numériques aléatoires permettant de prédire certaines 
propriétés générales de la Comète de Goldbach. 

On rappelle que r(k) est le nombre de paires de nombres premiers dont la somme donne k. 

On conservera les notations des 2 applications précédentes. Soit k un naturel pair et h un naturel 
inférieur à inf(a(k),b(k)). 

Considérons la proposition: 

Pr(k)(h) : « r(k)=h ». 

Si on définit l’ensemble C(k)(h) par : 

C(k)(h) = {(Ax, Br) / (Ax,By) appartiennent à Q(k) et Ax et Bẹ ont h éléments en commun}. 

(Si on avait pris Q(k) l’ensemble des couples (Ax,B(k)), C(k)(h) aurait lui aussi contenu des couples 
(A4. B(K)), mais on vérifie aisément que les 2 choix de Q(k) conduisent aux mêmes résultats.) 

Alors il est clair que Pr(k)(h) s’écrit : 

Pr(k)(h) : « (A(k),B(k)) appartient à C(k)(h) ». 


Si alors on considère que le pseudo Axiome du modèle équiprobable est valide pour 
((A(k),B(k)),C(k)(h),Q(k)), alors on obtient : 

Pr(k)(h) est modélisée par l évènement C(k)(h) de l’espace équiprobable Q(k). 

Ce qui s’exprime aussi par la loi numérique aléatoire : 

HPr(k) : La fonction r(k) est modélisée par la variable aléatoire Xr(k) avec : 

pOXHk)=h}-Pesaro (CK)(h)) » 

Xr(k) est la variable aléatoire définie sur l’espace (Q(k), P(Q(K)),pPesow) telle que pour tout (Ax,Bx) 
élément de Q(k), Xr(k)((Ax,Bx))}-Card(AxNBx). 


On obtient facilement en utilisant les formules de dénombrement : 


Card(C(k)(h)) = CCC 
Donc : 
h b(k)-h 


C aE 
Pau (CA)) = D 
e(k) 


En appliquant le pseudo-Axiome 2.8 des variables indépendantes, on obtient une loi 
d’expression identique avec HPr(k), notée Hring, mais dans lesquelles les variables aléatoires Xr;,4(k) 
sont indépendantes. 


Hria : «Pour k naturel pair supérieur à 1000, r(k) est modélisé par la variable aléatoire Xrina(k) , où 
les Xrind(K) sont des variables aléatoires indépendantes (Sur un Univers infini) ayant les mêmes 
propriétés numériques que les Xr(k). » 


On cherche à obtenir par la TAN une estimation de r(k). 
Définissant m(k) par m(k)=E(Xrin(k)), on admet, ce qui est un problème classique de probabilité : 


im Fup 


P( ( 
ko  m(k) 

Et donc, utilisant la Propriété de correspondance généralisée 3.2.1 et le pseudo-Axiome du modèle 

exact 2.3, on obtient que la proposition suivante P1(r(k)) a une pseudo-preuve aléatoire: 


lim 
( r(k) ei 
k — co m(k) 
(Dans le cas très improbable où l’évènement « P1(Xr;:4(Kk)) » ne serait pas de probabilité 1, on 
le remplacerait par un évènement « P2(Xria(k)) » de probabilité 1 et exprimant la proximité de 
XTind(K)) avec m(k), mais de façon moins « forte » que « P1(Xrina(K)) ».) 


PIEK) : 
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On obtient d’après la théorie des probabilités par récurrence m(k)=a(k)b(k)/e(k), a(k), b(k) et 
e(k) ayant été précédemment définis. 


Pour montrer ceci, on montre facilement le Théorème suivant : 


Si E est un ensemble ayant n éléments, a et b étant 2 naturels inférieurs à n, si on considère Ea» 
l’ensemble des couples (A,B) de sous-ensembles de E ayant respectivement a et b éléments, alors 
considérant l’Espace probabilisable équiprobable (E;5,P(Eas), Pea), Si Xap est la variable aléatoire 
définie sur l’espace probabilisable précédent telle que X,((A,B))=Card(ANB) , alors E(X;)=ab/n. 


Pour montrer ceci, on procède comme suit : 

On considère un ensemble E ayant n éléments, et E, l’ensemble des sous-ensembles de E 
ayant b éléments. On considère alors l'Espace probabilisable équiprobable (E,,P(E;);p.,). Puis on 
considère pour tout i un sous-ensemble de E ayant i éléments A={a;0,...,aio}. 

On définit alors sur l’espace probabilisable précédent la variable aléatoire X; définie sur 
(Eb:P(Et);Pe) telle que Xi(B)-Card (AiNB). 

On montre alors facilement par récurrence :E(X;)=ib/n. 

Utilisant ce résultat, on obtient le Théorème précédent. 


Et donc: 
m(k) 


On obtient : 
m(3000)=48, m(10000) =117,  m(50000)=427, m(60000)=496, m(75000)7595, m(90000)-691, 
m(100000)7756. 


gk 
(Log(&)) 


Examinant la Comète de Goldbach ®, on voit que P1(r(k)) n’est pas illustrée par cette 
dernière, considérée comme des tests statistiques. 
Et donc, bien qu’elle ait une pseudo-preuve aléatoire, P1(r(k)) n’a pas d’explication aléatoire car elle 
n’est pas illustrée par des tests statistiques. Cependant il sera possible dé généraliser l’estimation 
précédente de r(k) en utilisant le pseudo-Axiome du modèle équiprobable, remplaçant B(k) et E(k) par 
des ensembles définis dans un second article en fonction des nombres premiers diviseurs de k, et 
d’obtenir une explication aléatoire d’une variante de la conjecture forte de Goldbach. 


On montre le Théorème suivant : 
THEOREME 3.3.2 : 


Si fi(kı),....fa(Kn) sont à valeurs dans des ensembles finis If,,..,1f, et sont modélisées par des variables 
aléatoires Xf.(k:),...,Xf,(k.) définies sur le même espace probabilisable (k:,..,k, étant des naturels 
quelconques, et f,,...,f, des fonctions. Xf(k;) est donc à valeurs dans If) , alors pour toute fonction 
F(£(k;),...,f(k,)) à valeur dans {h,,...,h,}, et pour tout 1 dans {1,...m} : 

« F(F(k1),..,6(k))=h » est modélisée par l évènement « F(XF.(k:1), ….,Xf(kn))=h1 ». 


Démonstration : 


D’après l’hypothèse, les f(k;) prennent un nombre fini de valeurs dans l’ensemble fini If;: 
Donc l’équation :« F(x1,...,xn)=h1 pour x; appartient à If; » admet un nombre fini de solutions. Soit s ce 
nombre. 
On peut donc écrire ces solutions sous la forme : 
(a 13: Ain), S CS s ,Asn)- 
Alors on a : « F(fi(k:),...,f(k:)}=h » est équivalent à la proposition: 
« « fi(kı)=aı et... et fa(kn)=ain »ou....,ou « f(ki)=as et et f(kn)=asn » ». 
Alors en utilisant la Remarque 2.6 et que « f(ki)=a; » est modélisée par « Xf(ki)=a; , on obtient : 
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« F((k1),.….,f(kn))=h » est modélisé par l’évènement : 

«Xf(k.)=a. et et XF (k:)=a, » ou,....ou « XF.(k,)=a,, et et Xfa(kn)=asn » 

Or il est clair que cet évènement est équivalent à : 

« F(Xfi(kı),.... Xfa(kn))=hı. » (puisque les variables aléatoires Xf(k;) sont à valeurs dans If). 
On a donc montré : 

« F((k1),.….,f(kn))=h » est modélisée par « F(Xf.(k1)... ,Xfa(kn))=hı ». 


Ceci étant vrai pour tout h; dans {h:,...,h.}, on a donc le corollaire immédiat : 
COROLLAIRE 3.3.3 : 


Si fi(k1),...,f(kh) sont à valeurs dans des ensembles finis et sont modélisées par des variables 
aléatoires Xf(k:),...,Xf.(k,) définies dans le même espace probabilisable, alors toute fonction 
F((k:)....f,(k,)) est modélisée par la variable aléatoire : F(Xf.(k:),...,Xf.(k,)). 


4. CONCLUSION 


On a donc présenté une théorie aléatoire des nombres (T.A.N), basée sur des nouvelles 
Définitions et pseudo-Axiomes introduisant les lois du hasard dans la Théorie des nombres, qui 
apparaît comme étant fondamentale pour proposer une solution à des problèmes qui n’ont jamais été 
résolus comme par exemple la Conjecture faible de Goldbach. On a vu que la T.A.N était basée sur 
l’Axiome du Hasard, cette Axiome du Hasard entraînant la nécessité d’une nouvelle logique, logique 
du hasard constituée par les pseudo-Axiomes. 

On peut penser avec quasi certitude que de nombreuses propositions vraies en théorie des 
nombres n’ont pas d’autres explications théoriques qu’ une explication théorique aléatoire, c'est-à-dire 
basée sur le hasard. La T.A.N peut être considérée comme la théorie permettant l’étude de ces 
propositions. On peut s’attendre qu’on ne puisse pas montrer qu’une proposition en théorie des 
nombres ait une démonstration basée sur le hasard d’une part car cela n’a jamais été fait pour aucune 
proposition et d’autre part parce que les Axiomes classiques de la Théorie des nombres n’introduisent 
pas le hasard contrairement aux pseudo-Axiomes de la T.A.N. 

Le fait qu’une proposition ait une explication aléatoire est fondamental car cela signifie : 


a)Qu’on a montré qu’elle a une justification théorique basée sur le hasard. 

b)Qu’on a déterminé précisément les modèles statistiques dont elle peut être la conséquence et 
l’origine de la validité de ces modèles. 

c)Que cette explication est fondamentale puisque la proposition n’a pas de preuve classique, et qu’il 
est tout à fait possible que celle-ci n’existe pas si la seule origine de la validité de la proposition est le 
hasard et ses lois concernant les nombres. 


On a donc vu que les pseudo Axiomes étaient fondamentaux en T.A.N, puisqu'ils 
introduisaient des modèles statistiques. Le fait qu’ils ne soient pas toujours valides est dû au fait que 
les modèles statistiques peuvent être valides ou invalides dans des situations totalement analogues. 

En fait, il semble exclu qu’une théorie du hasard en Théorie des nombres existe sans contenir 
des pseudo-Axiomes et Axiomes analogues à ceux que nous avons présentés dans cet article. Nous 
avons proposé dans cet article l’application de la T.A.N à la Conjecture faible de Goldbach parce que 
c’est l’application simple la plus intéressante, mais il existe des applications beaucoup plus simples et 
évidentes. 

Par exemple on obtient facilement en utilisant les Axiomes et pseudo-Axiomes présentés dans 
cet article les propriétés statistiques des décimales de nombreux réels (p1..). Ces exemples sont les plus 
simples et évidentes applications de la T.A.N, et constituent la plus évidente preuve de sa validité et de 
son importance, et en particulier de la validité du pseudo-Axiome du modèle équiprobable présenté 
dans cet article. On obtient dans ces exemples des modèles statistiques exacts (Déf.2.1), et donc des 
lois numériques aléatoires exactes, et des explications théoriques aléatoires à de nombreuses 
propositions exprimant les propriétés statistiques des décimales de réels. 
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Comme toutes les propositions ayant une explication aléatoire, si on arrivait à prouver 
classiquement la Conjecture faible de Goldbach ou les propriétés générales de la Comète de Goldbach 
exposées dans la Conjecture Forte de Goldbach , alors leur explication théorique basée sur la T.A.N 
perdrait son intérêt. Cependant, cela fait plus de 2 siècles qu’on essaie sans succès de les démontrer, 
alors qu’on a déjà montré (par Vinogradov) toutes les formules analogues prouvant que tout nombre 
pair est la somme de 2n nombres premiers, avec n supérieur à 2, et une explication serait que la 
Conjecture faible et forte de Goldbach aient une origine purement due au hasard, sans preuve 
classique. 

En fait, il est certain qu’il existe d’autres pseudo-Axiomes aléatoires que ceux présentés dans 
cet article, mais ils doivent nécessairement avoir un caractère d’évidence et de simplicité. Nous 
verrons dans un second article ® qu’il est possible d’obtenir par la TAN la Conjecture Forte de 
Goldbach, c'est-à-dire une estimation de r(k) très proche de la Conjecture de Hardy et Littlewood ©. 
Ceci est cependant plus complexe que l’obtention de la Conjecture faible de Goldbach(r(k)>0 pour 
tout k pair). Nous verrons aussi dans ce second article qu’il est possible d’obtenir la Conjecture Forte 
des nombres premiers jumeaux qui est exactement celle proposée par Hardy et Littlewood. C’est aussi 
un très grand succès de la TAN. 
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Résumé : 

Dans un premier article © (Théorie aléatoire des nombres- Partie I : Conjecture de Goldbach), nous 
avons présenté les bases d’une théorie aléatoire des nombres, permettant de donner une explication 
basée sur le hasard à de nombreuses propositions qui semblent vraies mais n’ont pas de preuve 
classique. Nous avons appelé explications aléatoires de telles explications rationnelles basées sur le 
hasard. C’était en particulier le cas pour la Conjecture faible de Goldbach, et pour des propositions 
décrivant l’aspect général de la Comète de Goldbach. 

Dans cet article, nous développons la Théorie Aléatoire des Nombres (TAN), et il apparaît qu’elle 
donne aussi des explications aléatoires à des propositions concernant les décimales d’irrationnels ou 
concernant un certain type des sous-ensembles infinis de N, les ensembles estimés, qui sont des 
ensembles dont on a une estimation du nombre d’éléments inférieurs à n. 

Nous donnons aussi des explications aléatoires aux Conjectures fortes de Goldbach et des Nombres 
Premiers Jumeaux. 


LINTRODUCTION 


Dans un premier article ®© (Théorie aléatoire des nombres- Partie I :Conjecture faible de 
Goldbach), on a présenté une Théorie Aléatoire des Nombres permettant de donner des explications 
théoriques mathématiques basées sur le hasard à de nombreuses propositions qui n’ont pas de 
démonstration dans la Théorie des nombres classiques. On a défini complètement ces explications 
théoriques mathématiques basées sur le hasard qu’on a appelées explications aléatoires. On a vu en 
particulier que tel était le cas pour la Conjecture faible de Goldbach. 

On rappelle que la T.A.N est basée sur l’Axiome du Hasard exprimant l’existence de modèles 
statistiques non-certains (c'est-à-dire non démontrable classiquement) exprimant des propriétés des 
nombres. On a vu que cet Axiome entraînait la nécessité d’introduire une nouvelle logique du hasard 
utilisant des pseudo-Axiomes aléatoires, qui sont des propositions particulières propres à la TAN, 
définies dans le premier article o) exprimant notamment la validité de modèles statistiques dans 
certains cas. Ces pseudo-Axiomes aléatoires sont analogues à des Axiomes classiques. Leur 
particularité est qu’ils ne sont pas toujours valides: Les modèles statistiques qu’ils permettent 
d’obtenir peuvent être valides dans un cas et invalides dans un cas complètement analogue. 
Cependant, tout comme les Axiomes classiques, ils sont simples et on peut les justifier par des 
arguments intuitifs évidents. Tout comme les Axiomes classique, ils n’ont cependant pas de 
démonstration. 


Dans cet article, on présente de nouvelles applications de la Théorie Aléatoire des Nombres 
(TAN). 
La première application présentée dans ce article est aussi la plus simple de la TAN . Elle permet 
d’étudier les propriétés des décimales de nombreux irrationnels. Là encore non seulement on montre 
que des propositions prévoyant qu’elles ont un nombre infini de répétitions de chiffres ont des 
explications aléatoires, mais que c’est aussi le cas pour des propositions prévoyant la fréquence 
d’apparition de ces répétitions de chiffres. Là encore ces explications aléatoires (c'est-à-dire donc 
basées sur le hasard) sont fondamentales puisque ces propositions n’ont pas de démonstration 
classique. 


2 ième 
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La deuxième application présentée dans ce 2°" article permet l’étude des ensembles estimés 
c'est-à-dire des sous-ensembles infinis de N dont on a une estimation de leur nombre d’éléments 
inférieurs à n pour n tendant vers l’infini. 

Comme troisième applications de la T.A.N, on a donné une explication aléatoire à la 
Conjecture Forte de Goldbach, donnant une expression de r(k), nombre de paires de nombres premiers 
dont la somme donne k. 


ra=, [I ai où IL0,66016 
pinpz3 P72 In(n) 
Cette expression diffère d’un facteur 2 de l’expression proposée par Hardy et Littlewood ” mais elle 
est en bien meilleur accord avec la Comète de Godbach obtenue par ordinateur. 
On donnera aussi une explication aléatoire à la Conjecture Forte des Nombres Premiers jumeaux qui 
est exactement l’expression proposée par Hardy et Littlewood. 
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2.THEORIE (RAPPELS) 
A)RAPPELS THEORIE ALEATOIRE DES NOMBRES 


On a vu ® que la TAN permettait d’étudier le hasard dans la Théorie des nombres. Elle était basée sur 
des pseudo-Axiomes aléatoires qui sont des propositions simples introduisant le hasard sous la forme 
de modèles statistiques, mais qui contrairement aux Axiomes ne sont pas toujours valides. Ceci est dû 
au fait que les modèles statistiques peuvent être valides dans un cas et non valides dans d’autres cas 
complètement analogues. 

On a dans le premier article défini le concept qu’une proposition P est modélisée par un 
évènement Ev. Dans cette définition, on avait la propriété de correspondance. Cette propriété 
fondamentale exprimait que si on avait une proposition P1 modélisée par un évènement Ev1, et qu’une 
autre proposition P2 était modélisée par un évènement Ev2, alors on avait Non(P1) était modélisée par 
l’évènement Ev1, et si Evl et Ev2 appartenaient au même espace probabilisable, la proposition « P1 et 
P2 » était modélisée par l’évènement « Ev1 et Ev2 », et la proposition « P1 ou P2 » était modélisée par 
l’évènement « Ev1 ou Ev2 ». 

Nous avons généralisé cette propriété au cas où on avait une infinité de propositions Pi, i 
appartenant à un sous-ensemble E de N, modélisées par des évènements Evi appartenant au même 
espace probabilisable, d’Univers infini. Alors la propriété de correspondance généralisée exprimait 
que la proposition N(Pi)£ (qui était par définition équivalente à la proposition « Pour tout i dans E, Pi 
est vraie ») était modélisée par évènement N(Evi)£. Et une propriété analogue pour l’union. 

Ainsi dans la TAN, le concept «est modélisée par » permet de représenter de façon plus ou 
moins complète les propriétés statistiques de propositions. 


Un deuxième concept fondamental de la TAN était celui de propositions particulières appelées 
lois numériques aléatoires. 


DEFINITION 2.A.1 : 


Si f(k) est une fonction d’? un sous-ensemble F de N dans N, on appelle loi numérique 
aléatoire sur F la proposition : 
« f(k) est modélisée par la variable aléatoire Xf(k) » 
Par Définition, cela signifie que pour tout k dans F, f(k) est à valeur dans un sous-ensemble fini F(k) 
de R, que Xfk) est une variable aléatoire aussi à valeur dans F(k), et que pour tout ix dans F(k), la 
proposition « f(k)=ix » est modélisée par l’évènement « Xf(k)=ix ». 


On a généralisé aussi la propriété de correspondance dans le cas où on avait une loi numérique 
aléatoire sur un ensemble F infini, et que toutes les variables aléatoires étaient définies sur le même 
espace probabilisable. Cette propriété de correspondance généralisée exprime qu’ avec les hypothèses 
précédentes, si on a une proposition P((f(k))r) dont la validité dépend seulement de la suite (f(k)}r, 
(C'est-à-dire que pour tout (f(k))r, P((f(k))- est vraie ou (exclusif) n’est pas vraie) alors la proposition 
P(f(k)r) est modélisée par l’évènement P((Xk)}r), lorsque P(Xf(k))r) est un évènement. On avait 
montré ceci lorsque F était fini, en utilisant la propriété de correspondance, et on l’avait généralisé 
dans le cas où F était infini. 


On a un pseudo-Axiome aléatoire fondamental, la pseudo-Axiome du modèle exact, qu’on 
utilise toujours pour obtenir qu’une proposition classique a une explication aléatoire : 


PSEUDO-AXIOME 2.A.2 (du modèle exact): 
Si P est une proposition classique et si on a la loi numérique aléatoire sur un ensemble F={1} : 


«t(P)(1) est modélisée par la variable aléatoire Xt(P)(1) » 
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(t(P) étant classiquement la fonction vérité de P, à valeurs dans {0,1}), et qu’on a de plus 
p(Xt(P)(1)=1)=1, alors lorsque le pseudo-Axiome du modèle exact est valide pour cette loi numérique 
aléatoire précédente, on a t(P)=1. (Et donc P est vraie). 

Dans le précédent article ®, les modèles statistiques étaient basées sur des espace 
probabilisables équiprobables. On a utilisé de tels modèles pour donner des explications aléatoires à la 
Conjecture de Goldbach ou à des propositions décrivant les propriétés de la Comète de Goldbach. Ces 
modèles étaient obtenus par le pseudo-Axiome du modèle équiprobable suivant : 


PSEUDO-AXIOME 2.A.3 (du modèle équiprobable) : 


Si on a une proposition Pk: «xx est élément de A; », A4 étant un ensemble fini dont on 
connaît le nombre d’éléments, sous-ensemble d’un ensemble fini Qy dont on connaît aussi le nombre 
d’éléments, alors lorsque le pseudo-Axiome du modèle équiprobable est valide pour (xx, Ax: Qx), la 
proposition Pk: « Xx est élément de Ax » est modélisée par l’évènement Ev :« Xœ est élément de Ax » 
de l’espace probabilisable équiprobable (Qx,P(Qx), Peqok), qu’on appellera plus simplement espace 
équiprobable Q,. 

La probabilité dans cet espace de Ew est donc égale à Card(AL)/Card(Q,). 


En fait le pseudo-Axiome du modèle équiprobable précédent, ainsi comme on le verra les 

pseudo-Axiomes donnant un modèle statistique aux ensembles estimés, permettent d’obtenir des lois 
numériques aléatoires, mais dans lesquelles les variables aléatoires ne sont pas définies sur le même 
espace probabilisable. Or la seule possibilité d’obtenir des résultats intéressants est que ces variables 
aléatoires non seulement soient définies sur le même espace probabilisable mais aussi soient 
indépendantes. 
On doit donc utiliser un pseudo-Axiome permettant d’obtenir que ces variables aléatoires sont 
indépendantes, le pseudo-Axiome des variables indépendantes ce qui est possible car on a vu que 
l’application d’un pseudo-Axiome aléatoire n’est pas toujours valide, contrairement à un Axiome, 
puisque les modèles statistiques qu’il introduit ne sont pas toujours valides. 


PSEUDO-AXIOME 2.A 4 (des variables indépendantes) : 


Si on a une loi numérique aléatoire sur F « f(k) est modélisée par Xf{k) », alors lorsque le 
pseudo-Axiome des variables aléatoires est valide pour cette loi, on obtient la loi précédente dans 
laquelle les variables aléatoires Xf(k) sont définies sur le même espace probabilisable et sont 
indépendantes. 


Si une proposition admet une explication aléatoire, c'est-à-dire une explication rationnelle 
basée sur le hasard obtenue par la TAN, cette explication est différente d’une preuve classique basée 
sur les Axiomes classiques de la Théorie des Nombres. En effet, elle est basée sur l’existence de 
certains modèles statistiques, obtenus par des pseudo-Axiomes, qui ne sont pas toujours valides. On 
définit donc de la façon suivante une explication aléatoire : 


DEFINITION 2.A.5 : 


a) On appelle pseudo-preuve aléatoire d’une loi numérique aléatoire ou d’une proposition 
classique son obtention utilisant certains pseudo-Axiomes de la TAN ainsi que la Théorie 
classique des nombres et celle des probabilités. 


b) On dira qu’une proposition classique a une explication aléatoire si elle a une pseudo-preuve 
aléatoire et que celle-ci est très intéressante, puisqu'elle répond aux critères suivants : 

-On n’a jamais pu la démontrer ni sa négation. 

-Elle est illustrée par des tests . 
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-Si des propositions contradictoires P1,..,Pn ont des pseudo-preuves aléatoires, une seule d’entre 
elles, celle la mieux illustrée par les tests, pourra avoir une explication aléatoire. Si les tests ne 
peuvent départager, on choisira celle obtenue par le modèle statistique le plus précis. 


Les définitions données précédemment n’ont pas la même nature : Si on peut considérer que a) 
donne une définition mathématique d’une pseudo-preuve aléatoire, cela n’est pas le cas de la 
définition d’une explication aléatoire donnée en b). En effet, on utilise l’expression « proposition 
ayant une explication aléatoire » pour désigner une proposition ayant une pseudo-preuve aléatoire 
celle-ci étant très intéressante, car elle répond à certains critères. Et donc explication aléatoire n’a pas 
de définition mathématique formelle, contrairement à pseudo-preuve aléatoire. 


Comme on l’a vu dans l’article ®, c’est pour les propositions illustrées par de nombreux tests ( 
résultats obtenus par des nombres finis d’opérations, éventuellement par un ordinateur) qu’il est le plus 


intéressant d’obtenir une explication aléatoire. Ceci était notamment le cas pour la Conjecture faible de 
Goldbach. 


B.RAPPELS :THEORIE DES PROBABILITES 
On rappelle les éléments basiques mais fondamentaux de la théorie des probabilités : 
THEOREME 2.B.1 : 


Si X:1,...,X, sont n variables aléatoires : 


EÈ X= DEC) 


i=l i=1 


THEOREME 2.B.2 : 
Si X1,..,Xn sont n variables aléatoires indépendantes , v(X;) étant la variance de X;: 


È X= YEUX) 


DEFINITION 2.B.3 : 

Si X est une variable aléatoire avec les 2 évènements « X=1 » et « X=0 » alors X est une loi 
binomiale. 
THEOREME 2.B.4: 


Si X est une loi binomiale de loi p (p(X=1)=p), alors : 
E(X)=p et v(X)=p(1-p) 
DEFINITION 2.B.5 : 


Si(X;)\ est une suite de variables aléatoires définie sur un espace probabilisable (Q,B,p), alors 
la suite (X;)\N converge en probabilité vers a si : 


Ve > 0,V6 > 0,2N(e,6)/ Vn > N(e,8), pl" 


X,-al<e")21-6 


DEFINITION 2.B.6 : 
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Si (X;}\ est une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisable (Q,B,p), la 
suite (X;i)}\ converge presque sûrement vers a si « lim X, =a » est un évènement de la tribu B de 


n—0 
probabilité égale à 1. 
On écrira aussi ceci : 
p("lim X, =a")=1 


Il est aussi intéressant d’introduire la notion de convergence absolue en probabilité. 
DEFINITION 2.B.7 : 


(Xi) étant une suite de variable aléatoire, la suite (X;)N converge absolument en probabilité 
vers a (a réel) si : 


Ve > 0,VS > 0,3N(e,6)/Vn > N(e,6), p(. A "|X, -al<e")21-6 


=N (2,8) 


On a évidemment que si la suite (X;)\ converge absolument en probabilité vers a, alors elle converge 
en probabilité vers a. On montre de plus le Théorème : 


THEOREME 2.B.8 : 


Si la suite de variables aléatoires (Y;)\ définie sur un espace probabilisable (Q,B,p) converge 
absolument en probabilité vers a, alors elle converge presque sûrement vers a. 


(On donne la démonstration de ce Théorème à car il pourrait permettre de démontrer la Loi Forte des 
Grands Nombres généralisée que nous définirons plus loin). 

Démonstration : 

On suppose a=1 (si aÆl on considère Y;/a). 

D’après la définition de la convergence absolue en probabilité : 


Ve >0,V6 > 0,IN(£,8)/Yn > N(e,6), PCA," Y,-1<e")>1-6 


On veut prouver: 
p("limY, =1")=1 


où « limY, =1 » représente l’évènement de Q pour lequel la suite (Y,)\ tend vers 1. 


Soit ò >0, on définit la suite de naturels Nx par, pour k dans N*: 
N=N(1/k,ô). 
Ceci signifie: 


n 
Vn>N AS 
eP GR 


F=-1<1/A)21-6 


On définit alors les évènements Ex par : 
Ex: «2M,/Vn>2M,,}, —1|<1/k » 


Le) 

Si on considère l’évènement: NE, 
kal 

Il est évident que : 


[o] 0 
"limY, =" (Y,) € AE," et "(Y,) € 0 E," c" limY, =]" 
n—00 k=l k=1 n> 
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Donc les 2 évènements précédents sont identiques. 
De plus la suite d’évènements Ex est décroissante donc : 


P(N E) = lim p(E,) 
= px 


De plus, il est évident que: 
"y 21 < n 
<> lY, I| <1/p E; 
Et donc: 
r(E,)2p(n"}Y,-11<1/p")=limp(n "|Y, -1<1/p")21-6 
i=Np n—00 i=Np 
Et donc: 
P(NDE,)= lim p(E,)21-06 
k=1 px 
Ceci étant vrai pour tout 5>0 : 


pClimr, =1")= pin E,)=1 


On utilisera la Loi Faible des Grands Nombres et la Loi Forte des Grands Nombres: 
Loi Faible des Grands nombres 2.B.9: 


Si on a une suite (X;)\ de variables aléatoires indépendantes et de même loi, alors la suite 


n DE | 
Y, = > = converge simplement vers H=E(X;).(Si u est fini). 
i=0 M 


Loi Forte des Grands Nombres 2.B.10 : 


Avec les hypothèses et les notations précédentes, la suite (Yn) converge presque sûrement 
vers LL. 


On a vu que la convergence absolue en probabilité entraînait la convergence presque sûre. Il est donc 
intéressant de considérer la Loi Forte des Grands Nombres 2°" forme : 


Loi Forte de Grands Nombres 2°" forme 2.B.11: 
Avec les hypothèses et notations précédentes la suite (Y,)N converge absolument en probabilité vers u. 


On utilisera aussi l’Inégalité de Chebyshev : 
THEOREME 2.B.12 : 


Si Y est une variable aléatoire d’espérance u et de variance o°, si e est un réel strictement 
positif : 


2 
PC des S 
©. 


On rappelle aussi le résultat utilisé dans l’article 


THEOREME 2.B.13 : 
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Si E est un ensemble à n éléments, E(a) et E(b) étant les ensembles des sous-ensembles de E 
ayant a et b éléments, si X; est la variable aléatoire définie sur l’espace équiprobable E(a)*E(b) 
donnant le nombre d’éléments communs de A et B pour (A,B) dans E(a)*E(b), on a alors : 


ab 
FANS 


3.DECIMALES D’IRRATIONNELS 


La TAN permet d’obtenir très simplement de nombreux résultats sur les décimales 
d’irrationnels dont on peut vérifier la validité en utilisant des ordinateurs mais qui n’ont jamais été 
prouvés classiquement. Nous allons en proposer 2 exemples : 


EXEMPLE 3.1 


Montrons comme premier exemple que la proposition : 
P :« V3 a dans ses décimales une infinité de fois le nombre 5 » a une pseudo-preuve aléatoire, c'est-à- 
dire qu’on peut l’obtenir en utilisant les pseudo-Axiomes de la TAN. Cette pseudo-preuve est 
intéressante, car on n’a jamais montré classiquement cette proposition, mais cette proposition n’a pas 
d’explication aléatoire, car elle n’est pas illustrée par des tests. La méthode suivante est générale, on 
aurait pu remplacer V3 par x, V2, Log(5) ...et 5 par n’importe quel autre chiffre. 


La proposition P admet la pseudo-preuve aléatoire suivante : 

On note f(i)la fonction donnant la valeur de la i®™° décimale de V3 . 
On a donc : 

fG) appartient à A;={0,1,....,9}. 


En appliquant le pseudo-Axiome 2.1.3 du modèle équiprobable, on obtient que la proposition « f(1) est 
élément de {5} » est modélisé par un évènement de probabilité Card({5}}/Card(A;)-1/10. 

Si on pose pour tout i dans N*, g(i)=t(« fG)=5 »), c'est-à-dire g(i)=1 si f(1)=5, et g(i)-0 sinon, on 
obtient la loi numérique aléatoire sur N*: 

« g(i) est modélisée par Xg(i) », avec p(« Xg(1}=1 »)=1/10. 


Appliquant le pseudo-Axiome 2.A.4 des variables indépendantes à la loi numérique aléatoire 
précédente, on peut alors supposer que les Xg(i) sont définies sur le même espace probabilisable et 
sont indépendantes. 

i étant un naturel non nul quelconque, on cherche à modéliser par un évènement la proposition : 

Pi: «Il existe au moins un naturel k(i) supérieur ou égal à i tel que la k(i)°”° décimale soit égale à 5 ». 
Il est évident que Pi est équivalente à : 

«Il existe k(i) supérieur ou égal à i tel que g(k(i))=1 ». 


On définit alors Fi comme étant le sous-ensemble des suites de {0,1 }Ÿ° (suites comportant seulement 
des 0 et des 1), ayant au moins un terme égal à 1 après le i™° terme (au sens large). 
Alors il est évident que Pi est équivalente à : 


« ((g0))x= est élément de Fi ». 


D’après la propriété de correspondance généralisée donnée dans 2.A RAPPELS TAN, Pi est donc 
modélisée par l’évènement Ev(Pi) : « ((Xg(j))n+ est élément de Fi ». 

Or il est évident que l’évènement Non(Ev(Pi)) est l’évènement : 

Non(Ev(Pi)) : « Pour tout j supérieur ou égal à i, Xg(j)=0 ». 


Or comme les Xg(j) sont indépendantes, la probabilité de Non(Ev(Pi)) est égale à : 
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p(Non(Ev(Po) = J [pC XG) = 0") = [0/10 =0 


jal j=l 


On a donc p(Non(Ev(Pi)))=0 et p(Ev(Pi))=1. 


D’autre part il est évident que la proposition P : «Il existe une infinité de décimales égales à 5 dans 
les décimales de V(3) » est équivalente à : 

« Pour tout i dans N*, Pi est vrai ». 

D’après la propriété de correspondance généralisée donnée dans 2.A RAPPELS TAN, la proposition 
précédente est modélisée par l évènement : 

« Pour tout i dans N*, Ev(Pi) » 

Or il est évident que pour tout i Ev(Pi+1) entraîne Ev(Pi), c'est-à-dire Ev(Pi+1) est inclus dans Ev(Pi). 
On adonc : 


p] (Ev(PÐ) = lim p((]Ev(Pi)) = lim p(Ev(Pn)) =1 
pe man i=l n—0 
puisqu’on a obtenu p(Ev(Pn)})=1 pour tout n. 


Donc P est modélisée par un évènement de probabilité 1. 

Appliquant alors le pseudo-Axiome 2.A.2 du modèle exact on obtient donc P. 

Puisque P n’a jamais été démontrée classiquement (ni sa négation), P a donc une explication aléatoire 
(Définition 2.A.5). 


EXEMPLE 32 : 


Comme 2°”° exemple, on peut montrer qu’une autre proposition, beaucoup plus précise que P, 
et pouvant être illustrée par de nombreux tests, a une pseudo-preuve aléatoire. Elle a donc une 
explication aléatoire, puisque de plus on ne l’a jamais montré classiquement ni sa négation. 


Cette proposition est la proposition Q : 


D gi) 
Gt ns -aii 


no n n= n 


Dans cette expression, G(n) indique le nombre de décimales égales à 5, parmi les n premières 
décimales. 
En effet, les Xg(i) étant indépendantes et de même loi, d’après la Loi Forte des Grands Nombres : 


D Xg) 
pClim il =1/10")=1 
n 


no 


De plus d’après la propriété de correspondance généralisée (rappelée dans RAPPELS TAN 2.A) Q est 
modélisée par l’évènement de l’expression précédente de probabilité égale à 1. 

Donc Q est modélisée par un évènement de probabilité 1, et si on applique le pseudo-Axiome 2.A.2 du 
modèle exact on obtient Q. 

Puisque Q n’a jamais été démontrée classiquement, Q a donc une explication aléatoire. 

Q serait illustrée par des tests si on calculait G(n)/n pour plusieurs valeurs de n, et qu’on observait que 
G(n)/n semble tendre vers 1/10. 


La loi numérique aléatoire : 

« g(i) est modélisée par Xg(i) » 

où les Xg(i) sont indépendantes et définies plus haut, pourrait être un exemple de loi numérique 
aléatoire exacte. Pour vérifier ceci il faudrait réaliser des tests statistiques. 
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4 ENSEMBLES ESTIMES 


Le but de cette partie est d’étudier par la TAN les propriétés des ensembles estimés, c’est à dire des 
sous-ensembles de N dont on connaît une estimation de leur nombre d’éléments inférieurs à n. On 
verra que comme dans le domaine précédemment exposé de la TAN, la TAN permet de donner des 
explications aléatoires à de très nombreuses propositions qui n’ont jamais été prouvées classiquement. 


4.A THEORIE 
On utilisera la Loi Faible des Grands Nombres Généralisée : 


Loi Faible des Grands Nombres Généralisée 4.A.1 (LfGN généralisée): 
Si on a une suite (Xi) de lois binomiales indépendantes avec p(X;=1)=p(i) et que la série Xp(i) 
diverge, alors, si on définit la suite (Y,)\ de variables aléatoire par : 


5x, 
_ i=0 


Y, , la suite (Y „)n converge en probabilité vers 1. 


Démonstration : 


La démonstration généralise la démonstration de la Loi Faible des Grands Nombres classiques. 
On pose S=Xot....+Xn 
D’après l’hypothèse, X; est une loi binomiale associée à p(i). En utilisant les rappels 2.B, l’ Espérance 
wet la variance 6 de X; sont : 
vX)=o=pi)(1-p(i)) et pipi) 
E(S,)= D EXD =È pO 

i=0 i=0 

et donc E(Y,)=1. 


De plus, les lois X; étant indépendantes : 


S (S) 2 
(Y) = —) = es 


i=0 


Si on applique l’inégalité de Chebyshev : 


Y 
PC, -1 2e") < a 
E 
mais on a : 
Yo =Y pOl- pO=Y n, 
i=0 i=0 0 ER 
et donc : 
T) l 


"ES 
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Mais par hypothèse Zu;=Ep(i) est divergeant, il en résulte que v(Y,)/#” tend vers 0 pour n tend vers 
l'infini et donc (Y,)\ converge en probabilité vers 1. 

__ On admettra que de la même façon, on peut généraliser la Loi Forte des Grands nombres LT 
et 2°°° forme pour obtenir les 2 lois : 


Loi Forte des Grands Nombres Généralisée 4.A.2(LFGN généralisée): 
Avec les notations et les hypothèses de la Loi Faible des Grands nombres généralisée, la suite (Y,)n 
converge presque sûrement vers 1. 


REMARQUE 4.A.2.a) 


Même si cette loi n’était valable que pour p(i) suite monotone, cela suffirait pour tous les 
exemples classiques de la TAN des ensembles estimés, notamment tous ceux présentés dans cet 
article. 


En fait, si on a pour n assez grand >, P() > an, a étant une constante strictement positive, la 
i=1 
Loi Forte des Grands Nombres Généralisée (LFGN généralisée) est une conséquence immédiate de la 
LFGN de Khintchine ©, dont on rappelle la formulation : 


Si (Xi}n* est une suite de variables aléatoires indépendantes, X; étant d'espérance m; et les variances 


; , ; ; E A 
étant uniformément bornées (0; <c pour tout i), alors -5 (X, —- m,) converge presque sûrement vers 
i=l 
0. 
Cependant dans le cas général où p(i) tend vers 0, ce qui est le cas dans la plupart des 
Exemples donnés dans cet article, on ne peut pas généraliser la LFGN de Khintchine pour obtenir la 
LFGN généralisée. 


Loi Forte des Grands Nombres Généralisée 2°®™° forme 4.A.3: 
Avec les notations et hypothèses précédentes, la suite (Y,)Nx converge absolument en probabilité vers 
1. 


On rappelle qu’on a prouvé dans le Théorème 2.B.8 que la Loi Forte des Grands Nombres généralisée 
2°" forme entraînait la Loi Forte des Grands Nombres Généralisée. 

Ce qui précède va permettre par la TAN l’étude des ensembles estimés correspondant à la définition 
suivante : 


DEFINITION 4.A.4: (Ensembles estimés) 


On appelle ensemble estimé d'estimation a(n) un sous-ensemble infini A de N tel que, si 
A(n)={i/ i<n et i appartient à A}, on ait : 


lim Card(A(n)) Re 
m> a(n) 


Soit A un ensemble estimé d’estimation a(n). On cherche à modéliser la fonction 
caractéristique de A f,(i), i étant un naturel assez grand, c'est-à-dire supérieur à un naturel NA. Le plus 
simple modèle statistique de fA(i) est celui défini par le pseudo-Axiome du modèle des ensembles 
estimés suivant, que nous allons justifier par des arguments intuitifs. 


PSEUDO-AXIOME 4.A.5 (du modèle des ensembles estimés) : 


Si A est un ensemble estimé d’estimation a(n) avec a(n) croissante, alors : 
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a)Lorsque le pseudo-Axiome du modèle des ensembles estimés est valide pour (A,a(n), NA), s’il existe 
un naturel NA tel que pour tout i supérieur ou égal à N4, « fA(1)=1 » est modélisée par l’évènement 
«xia=1 » de l’espace probabilisable d’Univers Q;1={0,1}, avec p(« xia=1 »)=pia=a(i)-a(i-1). 


On verra dans la première justification intuitive de ce pseudo-Axiome aléatoire que pour que 
le modèle soit meilleur, il faut que pour n supérieur ou égal à 1, a(n) soit une bonne approximation de 
Card(A(n)) . On pourra donc choisir une valeur de N, tel que ce soit le cas, par exemple choisir N4 tel 
que pour n supérieur à Na, 0,9<Card(A(n)}/a(n)<1,1. 

On voit donc que dans l’application du pseudo-Axiome précédent, on peut choisir ou non la 
valeur de N4. 

En fait, on verra qu’en général, notamment dans la justification intuitive, que les 
propositions obtenues utilisant le modèle statistique de ce pseudo-Axiome ne dépendent que du 
comportement à linfini de pia=a(i)-a(i-1). Il en résulte qu’on peut alors les obtenir en choisissant 
n’importe quelle valeur de NA (choisie assez grande, puisqu’on sait que plus NA est grand meilleur est 
le modèle). On peut donc restreindre ou non le choix de N4, dans l’application du pseudo-Axiome 
précédent pour (A,a(n), NA). 

Choisir une valeur de NA permet d’obtenir des propositions illustrées par des tests qui ne le 
seraient pas si NA était inconnu. 


ième 


1°" justification intuitive : 
1 étant un naturel assez grand, on sait qu’une estimation du nombre de naturels appartenant à A 
strictement inférieurs à i est a(i-1), et qu’une estimation du nombre de naturels inférieurs ou égaux à i 
appartenant à A est a(i). Il s’ensuit qu’on peut approximer la probabilité que i appartienne à A par pia 
= a(i)-a(i-1). (Cette approximation est à priori d’autant meilleure que l’estimation a(n) de Card(A(n)) 
est précise). 
Ceci signifie que pour i assez grand, « fA(1)=1 » est modélisée presqu’exactement par un évènement de 
probabilité pia. D’après la définition de «est modélisée », on peut donc considérer que pour i assez 
grand, « fA(1)=1 » est modélisée par un évènement de probabilité pa. Ceci justifie donc intuitivement 
la validité dans certains cas du pseudo-Axiome du modèle des ensembles estimés. 
2%" justification intuitive : 

Supposons qu’on ait un sous-ensemble A de N dont la fonction caractéristique soit modélisée 
comme le modèle du a) du pseudo-Axiome du modèle des ensembles estimés. 
C'est-à-dire qu’on ait un naturel NA et une fonction a(n) croissante telle que pour i supérieur ou égal à 
Na, fa(i) soit modélisée par un évènement de probabilité piA=a(i)-a(i-1). 


Si on définit la variable aléatoire Xia sur l’espace probabilisable du a) d’Univers Q;4 par : 
Xia=x;a, alors on obtient la loi numérique aléatoire : 
« Pour i supérieur à N4, fA(1) est modélisée par la variable aléatoire X;1 ». 
Si on applique alors le pseudo-Axiome des variables indépendantes, on obtient la loi précédente avec 
des X;, variables indépendantes. 
Appliquant alors la Loi Forte des Grands Nombres Généralisée 4.A.2, on obtient : 


> Xu 
p" lim = 5 1") ee 1 


n> 
Pia 
i=NA 
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Il en résulte que d’après la propriété de correspondance généralisée, la proposition : 
= 1", est modélisée par un évènement de probabilité 1. 


En appliquant le pseudo-Axiome du modèle exact, on obtient donc que cette proposition est vraie. Or 
il est évident que cette proposition est équivalente à « A est un ensemble d’estimation a(n) ». (Car dans 
l’ expression numérique précédente, Zp;,=a(n)-a(N1-1)) 

On voit donc que le modèle statistique défini dans le pseudo-Axiome a), permet d’obtenir que la 
proposition « À est un ensemble estimé d’estimation a(n) » a une explication aléatoire. 

Il apparaît donc que le modèle statistique proposé est le meilleur modèle statistique pour modéliser un 
ensemble estimé d’estimation a(n). 

On voit dans cet exemple, comme dans la Remarque suivant le pseudo-Axiome, que la proposition 
obtenue dans la 2°™ justification est indépendante du choix de N4. 


Le pseudo-Axiome précédent du modèle des ensembles estimés introduit la Définition suivante : 
DEFINITION 4.1.6 (évaluation probabiliste) : 


Si A est un sous-ensemble de N (fini ou non), tel qu’il existe un naturel NA tel que l’on ait la 
loi numérique aléatoire, fa étant la fonction caractéristique de A : 
« Pour i supérieur à NA, fa(i) est modélisée par la variable aléatoire X;A » 
Avec p(Xia=1)=pia, 
On dira alors que A est un ensemble d'évaluation probabiliste pia, pour i supérieur à N4. 


De plus dans la 2°" justification intuitive du pseudo-Axiome du modèle des ensembles estimés, on a 
établi un résultat fondamental, exprimé dans le Théorème suivant : 


THEOREME 4.A.7: 


Si A est un ensemble ayant une évaluation probabiliste pia, pour i supérieur à N4, et que Xp 
diverge, alors la proposition : 


n 
« A est un ensemble estimé d’estimation a(n) = >. Pa » a une pseudo-preuve aléatoire. 
i=NA 


On a vu que pour obtenir ce Théorème 4.A.7 on utilisait la LFGN généralisée 4.A.2. 

Comme on l’a vu cependant la LFGN généralisée 4.A.2 de même que sa variante 4.A.3 ne se 
démontrent pas aussi facilement que la LFGN (qui n’était déjà pas évidente). Or, en utilisant 
seulement la Loi faible des Grands Nombres généralisée 4.A.1 que l’on a démontrée, on peut obtenir 
aussi une évaluation de la fonction S(n)=È wa, fA(). 

En effet, on rappelle l’étude théorique d’une fonction par la TAN, donnée dans l’article © 
(Chapître 3.3) : 


ETUDE THEORIQUE D’UNE FONCTION PAR LA TAN 4.A.7a) 
On ne considèrera que 2 cas : 


Dans le premier cas, on obtient par la TAN en utilisant un modèle statistique M1 une fonction 
F(k), telle que la proposition suivante P1 a une pseudo-preuve aléatoire : 
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lim (JU) 
PL: «go F” 


Dans le 2°™ cas, on obtient par la TAN, en utilisant un modèle statistique M2 une fonction 
F(k), deux fonctions £.(k) et &(k) positives et tendant vers 0 telle que, posant I(k)=[1-£:(k),1+£(k)] , 


une proposition du type de la proposition suivante P2 a une pseudo-preuve aléatoire : 


P2:«lIl un naturel N tel que pour tout n supérieur à N : 
>. 1 Lp fO Fi Le" p (En général on ne connaît pas explicitement F(n), mais on a F(n) équivalente 


à une fonction FA(n) connue)» 


Dans la proposition précédente, p est un rationnel proche de 1 (p—0.98 par exemple). On a supposé que 
f(k) était définie sur N. Dans le cas général f(k) est définie sur un sous-ensemble infini A de N, (Par 
exemple A est l’ensemble des naturels supérieurs à un naturel Na) et la sommation ne porte que sur 
les éléments de A. On divise alors par le nombre d’éléments de A inférieurs à n. P2 exprime qu’il 
existe un naturel N tel que pour tout n supérieur à N la proportion des naturels k appartenant à A et 
inférieurs à n tels que f(k)/F(k) appartiennent à I(k) est supérieure à p. 

On voit que les tests statistiques illustrant P1 sont très proches des tests statistiques illustrant 
P2. Pour voir si P1 ou P2 sont illustrées par des tests, on trace les points (k,f(k)F(k)) (ou 
(KA(k)/FA(K))pour k aussi grand que possible. Si il apparaît que ces points (pour P1), ou un 
pourcentage proche de 1 de ces points (pour P2) tendent vers la droite d’équation y=1, alors P1 ou P2 
sont illustrées par les tests. Dans certains cas, P1 ou P2 tout en étant vraies ne sont pas illustrées par 
les tests. C’est le cas quand on ne peut pas réaliser les tests (C'est-à-dire calculer f(k)/F(k) ou 
f(k)/FA(k)) pour k assez grand), à cause de limites comme la puissance maximale des ordinateurs. 


Cependant, P1 et P2 ne sont vraies que dans certains cas où les modèles M1 ou M2 permettant 
d’obtenir P1 ou P2 sont valides avec une très bonne approximation. Un cas beaucoup plus général est 
le cas où M1 et M2, tout en étant valides avec une bonne approximation, ne le sont pas avec une 
qualité suffisante pour que les propositions du type P1 ou P2 qu’ils entraînent soient vraies. On 
remarque que toute proposition Q1 ou Q2 entraînée par P1 ou P2 a une pseudo-preuve aléatoire 
d’après la Définition 2.10. Cependant, pour que de telles propositions Q1 ou Q2 soient intéressantes, il 
faut d’une part qu’elles soient illustrées par des tests, mais aussi qu’elles illustrent la validité avec la 
meilleure qualité possible des modèles statistiques M1 ou M2 permettant d’obtenir P1 ou P2. 


Ainsi, dans le premier cas on considèrera que seules les propositions du type Q1 (c'est-à-dire 
entraînée par P1 et donc ayant une pseudo-preuve aléatoire) sont intéressantes : 


Q1: «Il existe 2 réels strictement positifs a et B et un naturel N tel que pour tout n supérieur à N, 
f(n)/F(n) appartienne à [a,ß] » 

C’est une telle proposition qu’on avait obtenue dans le 1°” article © permettant d’obtenir les propriétés 
générales de la Comète de Goldbach. 


Dans le 2° cas on considèrera que seules les propositions du type Q2 (C'est-à-dire entraînée 
par P2 et ayant une pseudo-preuve aléatoire ) suivantes sont intéressantes : 


Q2 «Il existe 2 réels strictement positifs a et GB, et il existe un naturel N tel que pour tout n supérieur 
Le JÒ gag" 
xt qa >p—0.01 
Data Ar 


On voit que là encore, les tests statistiques illustrant Q1 sont très proches des tests statistiques 
illustrant Q2. Si on obtient que de telles propositions du type Q1 ou Q2 précédent sont illustrées par 
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des tests on peut s’attendre à ce qu’en améliorant le modèle statistique permettant de les obtenir, on 
puisse obtenir des propositions beaucoup plus précises du type P1 ou P2 pour estimer la fonction f(k). 
Cela sera le cas dans l’étude de la fonction r(k), introduite dans le 1°” article ®©, donnant le nombre de 
paires de nombres premiers dont la somme donne k. 


On remarque aussi que si dans P2, on prend p=1, alors on obtient P1. En utilsant cette 
remarque et un pseudo-Axiome très simple (défini plus loin, pseudo-Axiome « de la limite »), on 
montrera qu’en général, si P2 a une pseudo-preuve aléatoire alors P1 aussi. 


REMARQUE 4.A.7b) : 


On suppose donc qu’un ensemble A a une évaluation probabiliste pia pour i supérieur à N4, et 
que Xp:A diverge. 


On peut, utilisant seulement la Loi faible des Grands Nombres généralisée 4.A.1 qu’on a 
démontrée, obtenir une estimation de la fonction S(n) du type de celles présentées dans la section 
précédente P2. On rappelle : 


Sm Y fa) 


i=NA 


Appliquant le pseudo-Axiome 2.A.4 des variable indépendantes, on obtient que pour i 
supérieur à Na, fA(i) est modélisée par la variable aléatoire binaire Xf.(1), avec p(« XFA(1)=1 »)=pia et 
les Xf.A(i) sont indépendantes. 

Procédant alors comme dans la démonstration de la Loi faible des Grands Nombres 
généralisée 4.A.1, on obtient pour tout n supérieur à Na: 


n = i " 1 
WERA OaS 
$ pa B EN pa 
i=NA i=NA 
On définit alors pour n supérieur à N; la fonction e(n) : 
1 
—,;——=0.01 
e(n) i D: Pia 
i=NA 


On remarque que e(n) est une fonction positive tendant vers 0. 
Alors, posant I(n)=[1-E(n),1+e(n)], la définition précédente de e(n) entraîne : 


EXA 
p’ —en)"21-0.01=0.99 
Ÿ pu 


i=NA 
C'est-à-dire, d’après la définition de S(n) : 


pe SUD er(m)")>0.99 


n 


Ÿ pu 


i=NA 


Appliquant alors le pseudo-Axiome des variables indépendantes aux variables aléatoires 
XS(n), on peut supposer qu’elles sont indépendantes. 
Définissant alors la variable aléatoire Y(n) : 
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OS UE OÙ 


On rappelle la Loi Forte des Grands Nombres de Khintchine ® : 


Si (X;} sont des variables aléatoires indépendantes, X; ayant une espérance m; et une variance 


LS Xi-m) 


i=l 


or, les variances étant uniformément variées (0;<c pour tout i), alors converge 


presque sûrement vers 0 (La probabilité de l’évènement « tend vers 0 » est égale à 1. 


LS (Xi-mi) 


i=1 


Appliquant la Loi de Khintchine précédente, on obtient que la probabilité de l’évènement suivant 
Ev(Y) est égale à 1 : 


Ev(Ÿ) : «Il existe un naturel N tel que pour n>N : 


TS y(n) > 098 
n—N,+l 54 


Et donc, appliquant la propriété de corresondance, remplaçant dans l’expression précédente 
XS(n) par S(n), et appliquant le pseud-Axiome du modèle exact 2.A.2, on obtient que la proposition 
suivante P2(S(n)) a une pseudo-preuve aléatoire : 

P2(S(n)) : Il existe un naturel N tel que pour tout n >N : 


PDU EN)". 


i=NA >, pia 


i=NA 


On est donc dans le 2°™° cas de l’Etude théorique d’une fonction par la TAN 4A.7a). On 
remarque qu’on aurait pu dans P2(S(n)) remplacer 0,98 par n’importe quel réel p<1. 


On voit cependant que la Loi Forte des Grands Nombres généralisée permet d’obtenir plus 
simplement le Théorème 4A.7, et permet d’obtenir la proposition suivante P1(S(n)) (Correspondant au 
premier cas de l’Etude théorique 4.A.7a)), qui est clairement plus intéressante car plus précise que la 
proposition précédente P2(S(n)) : 


P1(S(n)): « Jim (50 
pa 


i=NA 


Si À et B sont 2 ensembles estimés d’estimation a(n) et b(n), on cherche à obtenir une 
évaluation probabiliste de ANB , ce qui permettra soit d’obtenir que la proposition « ANB est un 
ensemble estimé d’estimation i(n) (que l’on va déterminera) », soit la proposition « ANB est fini. » ont 
une pseudo-preuve aléatoire. 


150 
Théorie mathématique Platoniste-Théorie aléatoire des nombres 


Pour obtenir un tel modèle statistique de ANB, on doit tout d’abord appliquer la pseudo- 
Axiome du modèle des ensembles estimés à A et à B, pour obtenir une évaluation probabiliste de A et 
de B. Puis, obtenant que A et B on une évaluation probabiliste pia (avec i supérieur à Na) et pig (avec i 
supérieur à Ng), on applique le pseudo-Axiome de l'intersection des ensembles estimés suivant, 
permettant d’obtenir une évaluation probabiliste de ANB : 


PSEUDO-AXIOME 4.1.8 (de l'intersection des ensembles estimés-1 °° forme) : 


Si À et B sont 2 ensembles d’ évaluation probabiliste pia et pis, avec respectivement i 
supérieur (au sens large) à N; et i supérieur à Np, alors lorsque le pseudo-Axiome de l’intersection des 
ensembles estimés 1° forme est valide pour (A,B,I) (avec IANB), I est un ensemble d’estimation 
probabiliste pirPiaPis, pour i supérieur à N,=sup(NA,N3). 


(On peut considérer que la proposition précédente n’est pas un pseudo-Axiome aléatoire, mais une 
proposition ayant une pseudo-preuve aléatoire. En effet on l’obtient immédiatement en appliquant le 
pseudo-axiome 2.A.4 des variables indépendantes.) 


Nous allons donner 2 justifications intuitives à ce pseudo-Axiome : 

On doit donc justifier qu’avec les hypothèses précédentes pour A et B, « f(i}=1 » est modélisée par un 
évènement de probabilité pipiapis, pour i supérieur à N=sup(Na.N3). 

1°" justification intuitive : 

Cette première justification est basée sur le modèle équiprobable, introduit par le pseudo-Axiome du 
modèle équiprobable 2.A.3. On rappelle que le premier article était basé sur ce modèle 
équiprobable. 

Supposons qu’on ait un ensemble E={1,....,n}. 

Soient A et B deux sous-ensembles de E, pour lesquels on connaisse le nombre d’éléments a et b. 
D’après le pseudo-Axiome du modèle équiprobable appliqué à (i,A,E), i étant un élément de E, si on 
ignore si «i est élément de A » est vrai ou faux, alors la proposition «i est élément de A » est 
modélisée par un évènement de probabilité p;a=a/n. 

De même, appliquant le pseudo-Axiome précédent à (1,B;E), on obtient que la proposition «i est 
élément de B » est modélisée par un évènement de probabilité pig=b/n. 

fa et fg étant les fonctions caractéristiques de A et B, on a donc pour tout i dans E: 

« fa(i)=1 » est modélisée par un évènement de probabilité pia=a/n, et 

« (1) =1 » est modélisée par un évènement de probabilité pig=b/n. 

Les 2 modèlisations précédentes sont donc analogues aux hypothèses du pseudo-Axiome, remplaçant 
E par l’ensemble des naturels supérieurs à N;=sup (NA,N3), et prenant pia=a/n et pis=b/n. 


Considérons maintenant l’ensemble : 

Qag ={(A°,B°), A’ et B’ sous-ensembles de E ayant respectivement a et b éléments}. 

i étant un élément de E, on définit l’ensemble : 

Ias(i)={(A’°,B’) appartenant à Qu, avec i appartient à A’ et B°} 

Si on applique alors le pseudo-Axiome du modèle équiprobable à ((A,B),L18(1),Q:8), on obtient que 
« (A,B) est élément de lag(i) » est modélisée par l’évènement « (A°,B°) est élément de IAg(i) » de 
l’espace équiprobable Qas. 

Remarquant que la proposition « (A,B) est élément de Iag(i) » est équivalente à la proposition «i est 
élément de I (avec I=ANB) », et qu’on obtient que Card(las(i)}/Card(Qas)=ab/n°=p;apis, on obtient : 

« f(i) =1 » est modélisée par un évènement de probabilité pi=piapis, pour i appartenant à E. 

Ceci constitue donc une première justification intuitive du pseudo-Axiome. 

2°" justification intuitive : 

On suppose que A et B sont 2 ensembles quelconques parmi tous les ensembles d’évaluation 
probabiliste pia et pig avec respectivement i supérieur à N4 et i supérieur à Np. 
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On a donc, pour i supérieur à sup(NA,N3), « fA(1)=1 » est modélisée par un évènement EvA(i) de 
probabilité pia et « f8(1)=1 » est modélisée par un évènement Evg(i) de probabilité pig. 

Puisque A et B sont quelconques d’évaluation probabiliste pia et pig, il est évident que, i étant 
supérieur à Ni=sup(Na,N3) , la proposition « fa(i)=1 » (qui est équivalente à « i est élément de A ») est 
totalement indépendante de la proposition « fg(i)=1 » (qui est équivalente à « i est élément de B »). 

Or on peut admettre intuitivement que si on a les modélisations : 

«La proposition P1 est modélisée par l’évènement Evil » et « La proposition P2 est modélisée par 
l’évènement Ev2 », alors si P1 et P2 sont complètement indépendantes, on peut considérer que Ev1 et 
Ev2 appartiennent au même espace probabilisable et sont indépendants. 


On obtient donc qu’on peut considérer que EvA(i) et Evg(i) appartiennent au même espace 
probabilisable et sont indépendants. 
Donc « f(i)=1 » (qui est équivalent à la proposition « fA(1)=1 » et « f8(1)=1 ») est modélisée par un 
évènement Evi(i) de probabilité pi\pi8, pour i supérieur à N=sup(NA N3). 


Souvent, on ne peut pas considérer que A et B sont 2 ensembles quelconques d’estimation a(n) et b(n), 
car on sait qu’ils appartiennent tous les 2 à un ensemble estimé C d’estimation c(n), avec a(n),b(n),c(n) 
connues. 

On peut alors obtenir un modèle statistique bien meilleur qu’en appliquant le pseudo-Axiome 
précédent de l’intersection des ensembles estimés 1° forme. 

On emploie en effet alors le pseudo-Axiome de l’intersection des ensembles estimés 2°" forme 
suivant : 


PSEUDO-AXIOME 4.A.9 (de l'intersection des ensembles estimés 2°"° forme) : 


Si A,B,C sont des ensembles tels que A et B sont inclus dans C, A,B,C ayant respectivement 
des évaluations probabilistes pia,pis,Pic, pour i respectivement supérieur à NA,Ns,Nc, alors, lorsque le 
pseudo-Axiome 4.A.9 de l'intersection des ensembles estimés 2°"° forme est valide pour (A,B,C,I) 
(avec IANB), I est un ensemble d’évaluation probabiliste pi=p:aPis/pic., pour i supérieur à 
NE=sup(NA Na, No). 


Nous allons donner 2 justifications intuitives à la 2% forme de ce pseudo-Axiome qui sont analogues 
et généralisent celles de la 1° forme. 
On doit donc justifier qu’avec les hypothèses précédentes pour A,B et C « fi(i)=1 » est modélisée par 
un évènement de probabilité pi=piaPis/pic pour i supérieur à sup(NA, Na, No). 
1% justification intuitive : 

Cette première justification est aussi basée sur le modèle équiprobable, introduit par le pseudo- 
Axiome du modèle équiprobable 2.A.3. 
Supposons qu’on ait toujours un ensemble E={1,....,n}. 
Soient A,B,C trois sous-ensembles de E, pour lesquels on connaisse le nombre d’éléments a,b et c, et 
tels que A et B soient inclus dans C. 
D’après le pseudo-Axiome du modèle équiprobable appliqué à (i,A,E), i étant un élément de E, si on 
ignore si «i est élément de A » est vrai ou faux, alors la proposition «i est élément de A » est 
modélisée par un évènement de probabilité p;4=a/n. 
De même, appliquant le pseudo-Axiome précédent à (1,B;E), on obtient que la proposition «i est 
élément de B » est modélisée par un évènement de probabilité pig=b/n. 
De même, « i est élément de C » est modélisée par un évènement de probabilité p;c=c/n. 


fa ‚fs et fc étant les fonctions caractéristiques de A, B et C, on a donc pour tout i dans E: 
-« fa(i)=1 » est modélisée par un évènement de probabilité pi4=a/n. 

-« fB(i) =1 » est modélisée par un évènement de probabilité pis=b/n. 

-« fc(i)=1 » est modélisée par un évènement de probabilité pic=c/n. 
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Les modélisations précédentes, ainsi que la proposition « A et B sont inclus dans C » sont donc 
analogues aux hypothèses du pseudo-Axiome, en remplaçant E par l’ensemble des naturels supérieurs 
à sup(NA NB, Nc) x 


Considérons maintenant l’ensemble : 

Qagc ={(4°,B’,C’), A’,B° et C’ sous-ensembles de E ayant respectivement a, b et c éléments, avec A’ 
et B’ sont inclus dans C’}. 

i étant un élément de E, on définit l’ensemble : 

Iagc(i)={(4°,B’,C’) appartenant à Qagc, avec i appartient à A’ et B’(et donc à C’)} 

Si on applique alors le pseudo-Axiome du modèle équiprobable à ((A,B,C),Lasc(t), arc), on obtient 
que « (A,B,C) est élément de lasc(i) » est modélisée par l’évènement «(A°,B’,C’) est élément de 
L18c(i) » de l’espace équiprobable Qugc. 

Remarquant que la proposition « (A,B,C) est élément de Iagc(i) » est équivalente à la proposition « i 
est élément de I (avec I-ANB)», et qu’on obtient (par  récurrence) que 
Card(Lasc(i))/Card(Qa1sc)=ab/nc=pipis,/pic on obtient que pour i dans E : 

« fi(i) =1 » est modélisée par un évènement de probabilité pi=-piapir/Pic. 

Ceci constitue une 1°" justification intuitive de la 2°™ forme du pseudo-Axiome considéré. 

2%" justification intuitive : 

On considère que (A,B,C) est un triplet quelconque parmi tous les triplets (A°,B”,C°) tels que 
A’, B’,C’ ont des évaluations probabilistes p;a,Pig,Pic, pour i respectivement supérieur à N,,Ng,Nc, et 
tels que A’et B’ soient inclus dans C’. 

On a donc, pour i supérieur à Ni=sup(NA, Na, Nc), « fA(1)=1 » est modélisée par un évènement EvA(i) de 
probabilité pia ,« f8(1)=1 » est modélisée par un évènement Evä(i) de probabilité pig , et « fc(i)=1 » est 
modélisée par un évènement Ev.(i) de probabilité pic. 


On ne peut plus considérer que la proposition « i est élément de A » est indépendante de la proposition 
«i est élément de B », puisque A et B sont tous 2 inclus dans C. Cependant, il est clair que la 
proposition «1 est élément de A » entraîne « i est élément de C », et de même pour la proposition « i 
est élément de B ». 

Or il est logique intuitivement, si on a 2 modélisations «La proposition P1 est modélisée par 
l’évènement Ev1 » et « La proposition P2 est modélisée par l’évènement Ev2 », et que la proposition 
P1 entraîne la proposition P2, de considérer que Evl entraîne Ev2, c'est-à-dire que Evil et Ev2 
appartiennent au même espace probabilisable et que Ev1 est inclus dans Ev2. 

On peut donc considérer d’après ce qui précède, pour i supérieur à Ni, EvA(G),Eve() et Evc(i) 
appartiennent au même espace probabilisable et EvA(1) et Eve(i) sont inclus dans Evc(i). 


De plus, généralisant le propriété de correspondance (utilisée pour définir le concept « est modélisée 
par »), on peut considérer que la proposition « «i est élément de A » sachant « i est élément de C » » 
est modélisée par l’évènement « EvA(i) sachant Evc(i) » ( noté conventionnellement Eva(i)/Evc(i)). 

De même, la proposition « «i est élément de B » sachant «1 est élément de C » » est modélisée par 
l’évènement Evs(i)/Evc(i). 

Or, C étant un ensemble d’évaluation probabiliste pic (i supérieur à Nc quelconque, on peut 
considérer que A et B sont 2 sous-ensembles quelconques de C, d’évaluation probabiliste pia et Pig 
(pour i supérieur à N4 et Np). 

On peut donc considérer que sachant « i est élément de C », alors la proposition « i est élément de A » 
est indépendante de la proposition « i est élément de B ». 

Ceci s’écrit aussi: 

La proposition ««i est élément de A » sachant «i est élément de C » » est indépendante de la 
proposition « « i est élément de B » sachant « i est élément de C » » 

En appliquant la même remarque que pour la 2°" justification intuitive de la première forme du 
pseudo-Axiome, on obtient que l’évènement EvA()Evc(i) est indépendant de l’évènement 
Ev()/Evc(i). 
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Puisque EvA(i) et Evg(i) appartiennent au même espace probabilisable, on obtient donc : 

«« fa(i)=l1 » et « fRG)=1 » » (qui est équivalente à « fi(i)=1 ») est modélisée par l’évènement « EvA(i) 
et Evg(i) ». 

Or dans l’espace probabilisable de EvA(i),Eve(@), Evc(i) on obtient : 


p(Ev,()etEv,()) = p((Ev,(etEv,@))/ Eve (@)p(Eve ©) 
p(Ev,(G)etEv,()) = p((Ev,()/ Eve (Ð )et(Ev; (i) / Eve (@)))p(Ev.()) 
p(Ev (üetEv, (Ù) = p(Ev,()) y p(Ev,()) Pi Pig 


x pl(Ev;(i)) = ——— 
RON AO URSS 


On justifie les expressions précédentes comme suit : 


Si on suppose que pour un i donné, Evc(i) est réalisé. Alors la probabilité de (EvA(i) et Evg(i)) 
notée p(EvA(iet Evs(i)Evc(i)) est alors égale à piapis/pic. (où on a utilisé que EvA(i) et Evg(i) sont 
inclus dans Ev.(i), et que EvA(G)/Ev.(i) et Evg(i)Evc(i) sont indépendants). 

Soit 1 quelconque, alors la probabilité de (EvA(ÿet Evg(i)) est égale à la probabilité que Evc(i) soit 
réalisé (puisque EvA(i) et Evg(i) sont inclus dans Evc(i)) multipliée par la probabilité de (EvA(i) et 
Evg(i)) supposant Evc(i) réalisé. D’où le résultat. 

On a donc donné une 2°"° 
estimés 2°" forme. 


justification intuitive du pseudo-Axiome de l’intersection des ensembles 


Nous allons maintenant présenter certains Théorèmes et notions importantes permettant d’obtenir des 
estimations de certains sous-ensembles de N. 


DEFINITION 4.A.10 : (ensembles image- fonction ordonnée) 


Si À est un sous-ensemble infini de N* et est l’image d’une fonction numérique fA(i), 
strictement croissante sur N*, alors on dira que A est l’ensemble image de fa sur N*., et que fa est une 
fonction ordonnée sur N*. (On pourrait généraliser cette définition en remplaçant N* par un sous- 
ensemble infini quelconque de N*). 


On remarque que si A est un sous-ensemble quelconque infini de N*, on peut définir : 
fA(1) comme le premier élément de A, 

f\(2) comme le 2°"° élément de A 

et pour tout n fA(n) est le n®™ élément de A. 

Donc il existe toujours une fonction ordonnée f, dont A est l’ensemble image (sur N*). 
Réciproquement, si A est l’ensemble image de fa sur N*, on a nécessairement : 
fA(L) est le premier élément de A, et par une récurrence immédiate f,(n) est le n 
On a donc le Théorème : 


ième 


élément de A. 


THEOREME 4.A.11 : 


Pour tout sous-ensemble estimé A de N*, il existe une et unique fonction fa dont A est 
l’ensemble image sur N*. 


DEFINITION 4.A.12: 


Si A est l’ensemble image d’une fonction fa sur N*, alors, pour toute fonction fai; de R’ dans 
R', continue, strictement croissante, telle que Favi(0)=0 et pour tout i dans N*, fari(1)=fA(1), on dira que 
fav est une bijection (numérique) ordonnée sur R*, et que A est l’ensemble image de la bijection 
ordonnée fan. (Car il est évident que favij est nécessairement une bijection). 
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Puisque fai coïncide partout avec fa sur N*, on emploiera la même notation fa pour désigner l’une ou 
l’autre fonction, sauf en cas d’ambiguité. 


REMARQUE 4.A.13 : 


Il est évident que pour toute fonction fa définie sur N*, il existe une infinité de bijections fai: 
pouvant convenir. On verra en fait que seul le comportement à l’infini de faj sera important pour 
déterminer l’estimation a(n) de l’ensemble A, et donc il suffira de connaître fai (x) (noté aussi fA(x)) 
pour x supérieur à un naturel quelconque N;). 


On a alors le Théorème important : 
THEOREME 4.A.14 : 


Si A est l’ensemble image d’une bijection ordonnée fa sur R° alors A est un ensemble estimé 
d’estimation fa (n). 
(Puisque fa est strictement croissante et tend vers l’infini, il en est de même pour fa”) 


Démonstration : 


On rappelle que A(n) est l’ensemble des éléments de A inférieurs à n.(On emploiera toujours 
les termes « inférieurs » ou « supérieurs » au sens large.) 
D’après l’hypothèse, tout élément de A s’écrit fA(i), ou i appartient à N*. 
On a donc A(n)={fA(i) fA(1)<n et i appartient à N*}. 
Or, fA(i)<n est équivalent à i<f\"!(n), puisque fa est une bijection strictement croissante . 
Donc Card(A(n))=E(fx "(n)), donc Card(A(n)}=f,"'(n) pour n tend vers linfini ce qui signifie que A est 
un ensemble estimé d’estimation fa™ (n). 


Si A est l’ensemble image d’une bijection ordonnée fa définie sur R*, dans de nombreux cas fa” est 
très difficile à obtenir. Par contre, en général, on connaît une fonction ga, à valeur dans R”, 
strictement croissante définie pour x assez grand, continue, et telle que fa soit équivalente à ga à 
linfini et qu’on connaisse g4", pour x assez grand. 

On peut alors en général utiliser le Théorème suivant : 


THEOREME 4.A.15 : 


Si f est une fonction strictement positive et continue, définie pour x supérieur à un réel 
strictement positif Kf, strictement croissante, telle qu’il existe une fonction g strictement positive et 
continue, définie pour x assez grand (x supérieur à Kf), strictement croissante et que l’on ait: 


(i)f est équivalente à g à l’infini. 


(ii)On connaît g', et pour toute fonction e(x) tendant vers 0 à l’infini : 
g'(x(1+E(x)) est équivalente à g'(x) à linfini. 


Alors f'(x) est équivalente à g''(x) à l’infini. 
Démonstration : 


Puisque g est équivalente à f, pour x supérieur à Kf, on a une fonction e(x) tendant vers 0 pour 
x tend vers linfini avec : g(x)=f{(x)(1+E(x)). 
De plus pour x supérieur à Kf: 
x=g (805g (AR) +E(X)) 
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Pour x supérieur à Kf, on pose f(x)=X. Donc x=f"(X). 
On obtient, pour f'(X) supérieur à Kf, soit X supérieur à {(Kf) : 
Og Xe ()). 
Donc : 
g (XG+ EC (XD) l 
LA 
Pour montrer que f ! est équivalente à g” à l’infini, il suffit de montrer que : 
g'(X(1+e(F (X))) est équivalente à g'(X). 
Ceci est vrai car f (X) tend vers l’infini pour X tend vers l'infini et d’après (ii). 
On a donc montré le Théorème. 


La condition (ii) sera en général vérifiée, dans le cas où f est une fonction ordonnée sur N*, car comme 
on le verra, les estimations s’expriment comme fonctions simples des fonctions Log(x), x et de leurs 
puissances réelles. Il en sera de même en général de la fonction g'', et comme on a toujours, pour tout 
réel a et pour toute fonction (x) tendant vers 0 à l’infini, Log(x(1+e(x)))" est équivalente à l’infini à 
(Log(x))", et (x(1+e(x)))* est équivalente à x“, on aura en général g''(x(1+E(x))) est équivalente à g'(x) 
à l'infini. 


REMARQUE 4.A.16 : 


Le Théorème précédent peut aussi être utilisé dans certains cas où on ne connaît pas de 
fonction g équivalente à fa, connaissant g’, mais qu’on peut encadrer fa par de telles fonctions fa; et 
fa, équivalentes à g; et g2, et dont on connaît gr! et g`. 

En effet, supposant qu’on ait une fonction fA(x), et 2 fonctions fa, et faz définies pour x assez 
grand et strictement positives, telles que fa, et fa2 soient strictement croissantes ‚tendent vers l’infini 
et: 

La) La) <a (x). 

Remarquant que si f et g sont 2 fonctions strictement croissantes définies pour x supérieur (au 
sens large) à K, strictement positives, tendant vers l’infini, telles que pour tout x supérieur ou égal à 
K : f(x)<g(x). 

On obtient que f et g ont des fonctions réciproques f ! et g’ avec : 
Pour f(x)supérieur à K : 

L'(COY<T (8), soit x<f (g(x)) 

Et pour g (x)supérieur à K (c'est-à-dire x supérieur à g(K)) : 

g EXT (x). 


Il en résulte que pour x assez grand : 

fa CA GR) 12 (x). 

Si on a fai(x) est équivalente à une fonction g1(x) et fa:(x) est équivalente à une fonction g:(x) telles 
qu’on puisse dans les 2 cas appliquer le Théorème précédent et que de plus, à l’infini 

g> (x) soit équivalente à g, '(x), on obtient alors f, (x) est équivalente à l’infini à g, (x). 


Par exemple considérons la fonction ordonnée sur N* : 
f\(n)=E(exp(n)+Log(n)+n'?). 


Il est évident qu’on peut définir une bijection ordonnée sur R° Fabi(x) coincidant avec fa sur N*. On 
suppose que fat est l’une de ces bijections ordonnées. 

Il est difficile de trouver une fonction g(x) équivalente à fa»j(x), car fa(n) n’est pas équivalente à 
fa(n+1). 

Par contre on peut définir : 

fu(x)=exp(x-2)+Log(x-2)+(x-2) ?. 

fu @)=exp(x+2)+Log(x+2}+(x+2) /? 

On obtient alors, pour x assez grand : 

Fa) abi(X) ar (x). 
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On obtient l’expression précédente remarquant que pour n supérieur à 5, si on considère l’intervalle 
I(n)=[n-1,n], d’après la définition de fai, on a pour tout x dans I(n), fA(n-1) est inférieur (au sens 
large) à fabi(x) qui est inférieur à f\(n). 

Or il est évident, d’après l’expression de f\(n), que pour tout x dans I(n), on a fA(x)<f,(n-1) et 
fa1(x)>fA(n). On obtient donc l’expression précédente , pour x supérieur à 5. 


Appliquant le Théorème précédent A.15 , on obtient que fx" est équivalente à la fonction gai 
1x), faz (x) est équivalente à ga (x), avec gar (x) et ga (x) équivalentes à Log(x). 
On en déduit donc favj Œ) est équivalente à Log(x). 


REMARQUE 4.A.17 : 


Il est clair que si A est un ensemble estimé d’estimation a(n), on peut trouver une infinité 
d’autres estimations de A, qui sont toutes les fonctions équivalentes à a(n) et qui peuvent être très 
compliquées. L’intérêt de la TAN et qu’on ne considère que les expressions les plus simples de a(n), 
parce que ce sont elles les plus régulières et qu’elles sont celles susceptibles de donner les meilleurs 
modèles statistiques. 

Ainsi , on dira qu’une fonction d’estimation a(n) est régulière si on a : 

a) a(x) est infiniment dérivable pour x assez grand. 

b)Toutes les dérivées de a(x) sont monotones pour x assez grand, et a’(x) inférieur à 1 pour x assez 
grand. De plus p;a=a(i) —a(i-1) est équivalente à a’ (i) à linfini. 

c)a(x) est une fonction simple des fonctions x, Log(x) et de leurs puissances réelles. 


En général, les estimations les plus simples sont régulières pour les raisons suivantes : 
On remarque que le fait qu’en général, la dérivée a’(x) d’une estimation est inférieure à 1 est dû au fait 
qu’on a(n)-a(n-1)=a’ (x), avec x dans [n-1,n], qu’on a en général a(n)-a(n-1) est inférieur à 1 et que la 
fonction a’(x) est monotone pour x assez grand. 
Une conséquence de ceci est qu’en général a(x) n’est pas fonction de exp(x), dont la dérivée tend vers 
l’infini à l’infini. De même, a(x) ne doit pas s’exprimer avec des parties entières, car alors a) ne serait 
plus vérifié. 
C’est pourquoi on peut et on doit être dans le cas c). 
Le fait que a(x) est une fonction simple des fonctions x et Log(x), et que a(i)-a(i-1)}=a’(x) où x 
appartient à [i-1,i], entraîne que a(i)-a(i-1) est équivalente à a”(1).(C’est-à-dire le b)) 


Si a(n) est une fonction régulière, d’après c) a’ (x) est aussi fonction simple des fonctions x et 
Log(x), de même que la dérivée de a(x) à tout ordre. 

Considérons un ensemble estimé A d’estimation a(n) et b(n), avec a(x) est donc équivalente à 
b(x) et de plus a(x) et b(x) sont des fonctions d’estimation régulières. 

Montrons que si on a p:a=a(i)-a(i-1) et pis=b(i)-b(i-1), on a en général pia est équivalente à pig 
à l'infini. 


En effet d’après b), pia est équivalente à a’ (i) et pig est équivalente à b’(1). a’ (x) et b’(x) étant 
monotone pour x assez grand, il suffit donc de montrer que a’(x) est équivalente à b’(x) à l’infini. 

Or d’après c), la fonction r(x)=a’ (x)/b’ (x) est aussi une fonction simple des fonctions Log(x) et 
x, de même que sa dérivée r’(x). Il en résulte que r’(x) est équivalente à linfini à une fonction 
strictement positive ou strictement négative, et donc r(x) est monotone pour x assez grand et donc r(x) 
a une limite |, éventuellement infinie. 

Montrons que cette limite 1 est nécessairement égale à 1 : 

En effet, supposons 1>1. 

Donc il existe €>0, tel qu’il existe K>0 tel que pour tout t supérieur à K, r(t)>l+e, c'est-à- 
dire :a’(t)>b’(t)(1+e). 

En intégrant entre K et x, x étant supérieur à K, on obtient : 

a(x)-a(K)>(1+e)(b(x)-b(K)). 

Et donc pour x supérieur à K: 
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a(x}/b(x)>1+€+a(K)/b(x)-(1+e)b(Ky/b(x). 
Il est évident que le 2°" terme de cette inégalité tend vers 1+£>0, et est incompatible avec 
l’hypothèse que a(x}/b(x) tend vers 1 pour x tend vers l’infini. 

Il est donc impossible qu-on ait 1>1, et de même on montre qu’il est impossible qu’on ait 1<1. 
Donc 1=1, et on a bien pia est équivalente à pig. 


Le résultat précédent est important car A, B, C étant 3 ensembles estimés, appliquant le 
pseudo-Axiome du modèle des ensembles estimés à A,B,C puis le pseudo-Axiome de l’intersection 
des ensembles estimés, on obtient des résultats équivalents quels que soient les fonctions d’ estimation 
utilisées de A,B,C, du moment qu’elles soient régulières. 

Pour obtenir la remarque précédente, on utilise le résultat important que si a(n), b(n), c(n) sont 
des estimations régulières, avec p;a=a(i)-a(i-1), pig=b()-b(i-1), pic=c(i)-c(i-1), alors la convergence à 
l'infini de la série Xpiaipir/pic est équivalente à la convergence à linfini de l'intégrale 
fa’ (x)b’(x)/c’(x)dx, et de plus si elles divergent, on a pour tout naturel N : 


[= '(x)b' œ) g y x Y PaPe 
N (a (x) i=N Pic 
On utilisera aussi le fait que si f et g sont 2 fonctions strictement positives et monotones, définie pour 


x supérieur à K, avec f équivalente à g en linfini, alors la convergence à l’infini de l’intégrale Jf est 
équivalente à celle de l’intégrale Íg, et si elles divergent : 


[rod x [eco 


En utilisant exactement la même méthode que dans la partie 3.DECIMALES d’ IRRATIONELS , pour 
obtenir que la proposition « Il existe une infinité de chiffres égaux à 5 dans les décimales de V3 », 
considérant en particulier les mêmes ensembles F;, on obtient le Théorème suivant : 
THEORÈME 4.A.18 : 

Si on a un ensemble A d’évaluation probabiliste pia, pour i supérieur à N4, alors : 


a)Si la série Xp;A diverge, la proposition « A a une infinité d’éléments » a une pseudo-preuve aléatoire. 


b)Si la série Xp;ia converge, la proposition « A a un nombre fini d’éléments » a une pseudo-preuve 
aléatoire. 


On rappelle que dans le cas a), le Théorème 4.1.7 permet d’obtenir que A est un ensemble estimé dont 
on obtient une estimation a(n) par une pseudo-preuve aléatoire. 


B.EXEMPLES 
EXEMPLE 4.B.I : 


Soit à étudier l’ensemble I des nombres premiers pouvant s’écrire k=10°+3. 
On va montrer que les 2 propositions P1 :« I est infini » et P2 :« I est un ensemble estimé d’estimation 
2 


in) =F(n dx. » ont des pseudo-preuves aléatoires. 
REG P p p 


Il faudrait effectuer des tests en calculant pour de nombreuses valeurs r(n)=I(n}/i(n) (I(n) étant 
le nombre d’éléments de I inférieurs à n), et vérifier que r(n) semble tendre vers 1, pour obtenir que P1 
et P2 ont des explications aléatoires intéressantes c'est-à-dire illustrées par de nombreux tests, à 
condition que ni P1, ni P2, ni leur négation n’aient été démontrées classiquement. 
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Démonstration : 

(On ne démontre pas les propositions P1 et P2, mais on démontre qu’elles ont des pseudo-preuves 
aléatoires.) 

Soit A l’ensemble des naturels k s’écrivant :k=10°+3 , avec p dans N*. 

A est donc l’ensemble image de la fonction ordonnée sur N* fa(p)=10°+3. 

On peut alors définir la fonction fa, continue et strictement croissante sur R', avec pour x supérieur à 
1, Lavi(x)=10"+3. fai; est donc une bijection ordonnée coïncidant avec fa sur N* telle qu’on l’a définie 
en 4.A.12, et donc qu’on désignera aussi par fa. 

On obtient pour k supérieur à 10+3=13, si fA(x}=k, fa (k)= x = log(k-3), donc d’après le Théorème 
4.A.14, A est un ensemble estimé d’estimation a(k)=log(k). 

Si B est l’ensemble des nombres premiers, on sait que B est un ensemble estimé d’estimation 
b(k}=k/Log(k). 

De plus, A et B sont inclus dans C l’ensemble des nombres impairs qui est un ensemble estimé 
d’estimation c(k)=k/2. 

Si on applique le pseudo-Axiome du modèle des ensembles estimés à A,B,C, on obtient que A,B,C ont 
des évaluations probabilistes pA()=a()-a(i-1), peG)=b(D-b(i-1), pc(i)=c(i)-c( i-1), pour i supérieur 
(respectivement) à NA, Ng,Nc. f 

Il en résulte, si on applique le pseudo-Axiome de l’intersection des ensembles estimés 2°” forme 
4.A.9, I étant l’intersection de A et B, I a une évaluation probabiliste p1(1}=pA(Gï)ps(1)/pc(), pour i 
supérieur à N=sup(Na, NB, Nc). 


On obtient: 
a'(x)b'(x) | 2 , Log(x)-1 


c'(x) xLog(10) (Log(x)) 
Comme l’intégrale f2/(xLog(10)Log(x) dx est équivalente à une intégrale de Bertrand qui diverge, il 
en résulte d’après la Remarque 4.A.17 que la série Xpi\pi8/p:c diverge et que de plus : 


A PaPe _ f" 2 


x 


dx 
M Pi M xLog(x)Log(10) 


On peut alors utiliser le Théorème 4.A.18 pour obtenir que P1 : «I est infini » a une pseudo-preuve 
aléatoire. 
Si on applique le Théorème 4.A.7, on obtient que la proposition : 


« I est un ensemble estimé d’estimation i(n) = >. Di 
i=NI 
a une pseudo-preuve aléatoire. 
On obtient alors immédiatement que cette proposition est équivalente à P2, et donc P2 a bien une 
pseudo-preuve aléatoire. 


EXEMPLE 4.B2 : 


Etudions maintenant l’ensemble des nombres premiers pouvant s’écrire k=2x" +1, où r est un 
naturel supérieur à 2. 
On obtient exactement les mêmes résultats que précédemment, avec ici : 


n gkir 
F(n)= | dx 
gi) E 


10 


On procède exactement comme dans l’exemple précédent, avec a(k)=k""/2"", b(k) et c(k) demeurant 
inchangés. Comme dans l’exemple précédent, il faudrait calculer et tracer I(n)/F(n) pour vérifier que 
P2 est illustrée par de nombreux tests et donc a une explication aléatoire intéressante, si on ne l’a 
jamais démontrée classiquement n1 sa négation. 
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EXEMPLE 4.B.3 : 


Etudions l’ensemble des nombres premiers pouvant s’écrire k=6.10°+1. 
On obtient les mêmes résultats que pour les 2 premiers exemples, avec ici : 


F(n)= ” Z dx 
10 xLog(x)Log(10)N c 


où Nc est le nombre de naturels modulo 24 dont le carré est égal à 1 modulo 24. 


Pour obtenir les résultats de cet Exemple, on obtient comme dans le premier exemple que A est un 
ensemble estimé d’estimation a(k)=log(k). 

L’ensemble B et l’estimation b(k) restent inchangés ; 

Cependant, on remarque que les éléments de A et de B peuvent s’écrire V(24n+1) où n est un naturel. 
On doit donc prendre pour C l’ensemble des naturels k=V24n+1. 

Pour obtenir c(k), on considère la table des carrés modulo 24, si Nc est le nombre de naturels dont le 
carré est égal à 1 (modulo 24), il est évident que c(k)=k(Nc/24). 

On procède alors comme précédemment pour obtenir la propositions « I est infini » et la proposition 
donnant l’estimation i(n) de I. 


EXEMPLE 4B4: 


Etudions l’ensemble des nombres premiers pouvant s’écrire : k=24x™+1, r étant un naturel 
supérieur à 2. 
On obtient les mêmes résultats que pour les exemples précédents, avec : 
i n gaur 
i(n) =F(n)= |— 
orx Log(x)Ne 


Pour obtenir ces résultats, on procède comme dans l’Exemple précédent, en conservant b(k) et c(k), et 
en prenant a(k)=(k/24)"“. 


REMARQUE 4.B.5: 


Il est clair que les pseudo-Axiomes de la TAN que nous avons donné permettent aussi 
d’étudier l’intersection d’un nombre d’ensembles estimés arbitraire, en donnant des estimations de ces 
ensembles estimés. 

Dans les exemples précédents, on a proposé seulement des intersections infinies, car ce sont 
les seules qui peuvent être illustrées par des tests et donc peuvent avoir des explications aléatoires. Il 
est cependant clair qu’on aurait pu proposer de nombreux exemples où le fait que l’intersection de 2 
ensembles estimés est finie a une explication aléatoire. 

Il n’est pas sûr en outre que les propositions des exemples précédents aient des explications 
aléatoires car il est possible qu’on puisse les démontrer classiquement ou leurs négations. On rappelle 
que par Définition seules les propositions qui n’ont pas de démonstration classique ni leur négation ont 
une explication aléatoire. Car sinon, leur pseudo-preuve aléatoire est inutile. 

On peut donc s’attendre que comme dans les exemples précédents, de très nombreuses 
propositions en Théorie des Nombres aient une explication aléatoire, et donc tout en ayant une 
explication rationnelle basée sur le hasard n’aient pas de démonstration classique ni leur négation. 


A et B étant 2 ensembles estimés, on peut obtenir dans certains cas un autre modèle de la 
fonction caractéristique f(i), avec I=ANB. 

Ainsi, Supposons que À soit l’image d’une fonction ordonnée gą sur N*, et que B soit un 
ensemble estimé d’estimation b(n). 
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Si on applique à B le pseudo-Axiome du modèle des ensembles estimés, on obtient qu’il existe 
un naturel Ng tel que pour i supérieur à Ng, fg(i)=1 soit modélisée par un évènement de probabilité 
Pis=b()-b(i-1) (fs étant la fonction caractéristique de B). 

On obtient alors immédiatement la modélisation : 

« Pour j tel que gA(j) soit supérieur à Ng, f(gA(j)=1 ( qui est équivalent à fs(gA(j))=1) est modélisée par 
un évènement de probabilité pyagr=Peats=b(ga())-b(ga(G)-1). » 

(Il est évident que si i ne s’écrit pas gA(j) pour un naturel j, alors f(i)=fa()-0 , fa fonction 
caractéristique de A). 


Cette 2°" modélisation est plus précise que celle obtenue en appliquant le pseudo-Axiome du 
modèle des ensembles estimés à A et B, puisque dans cette 2°"° modélisation, on ne modélise pas f4 la 
fonction caractéristique de A, mais on l’utilise directement. Cependant, cette 2°" modélisation 
conduit à des estimations de I équivalentes à celles obtenues par la 1°° modélisation , si b(x) est une 
fonction régulière et que , gabj étant une bijection ordonnée de classe C? sur R° associée à ga (qui 
existe toujours de façon évidente) ga (x) (qui on le rappelle donne une estimation de A) est 
équivalente à une fonction régulière. 


EXEMPLE 4.B.6 : CONJECTURE FORTE DE GOLDBACH 


On peut donner une explication aléatoire à la Conjecture forte de Goldbach, et à des 
propositions exprimant des propriétés de la Comète de Goldbach, en utilisant la modélisation des 
ensembles estimés présentée dans cet article, et non plus le modèle équiprobable comme dans l’article 
5), Cette 2°" modélisation conduit.à des propositions exprimant des propriétés de la Comète de 
Goldbach beaucoup plus précises que celles obtenues en utilisant le modèle équiprobable. 


ETUDE DE r(k) PAR LE MODELE SIMPLE MI 4.B.6A) : 


Soit A l’ensemble des nombres premiers. On sait que A est un ensemble estimé d’estimation 
a(n)=n/Log(n). 

Si on applique le pseudo-Axiome du modèle des ensembles estimés à A, on obtient qu’il existe 
un naturel N, tel que pour i supérieur (toujours au sens large si on ne précise pas) à NA, « fA(1)=1 » soit 
modélisée par un évènement « XfA(1}=1 » de probabilité p;a=a(i)-a(i-1). (fa fonction caractéristique de 
A) On sait qu’on peut appliquer ce pseudo-Axiome en choisissant NA assez grand, et on choisira 
NA=501. 


On obtient : 
i i 1 
DES = l1+e(i 
PASS Ge) ot 0 


Où la fonction e(i), complètement déterminée, tend vers 0 pour i tend vers linfini. (On 
rappelle qu’une estimation plus précise de a(n) est [31 (1/Log(x))dx, qui donne la même expression) 
On a donc la loi numérique aléatoire : 

«Pour i supérieur à Na=501, fA(i) est modélisée par la variable aléatoire XfA{i), avec 
p(« Xfa(i)=1 »)=pia ». 

Cependant, comme tous les nombres premiers sont impairs, on peut considérer seulement les naturels i 
impairs. On obtient alors un meilleur modèle statistique: 

Ainsi, considérons 2 ensembles estimés A et C, avec A inclus dans C, et pour i appartenant à C, on 
cherche à modéliser fA(1)=1, que l’on écrira fac(1)=1. On cherche donc à modéliser fac(i). 

On l’obtient par le pseudo-Axiome suivant, de inclusion des ensembles estimés, qui se 
justifie de la même façon que le pseudo-Axiome de l’intersection des ensembles estimés 2°™° forme: 


PSEUDO-AXIOME 4.B .6.Aa) de l’inclusion des ensembles estimés : 
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Si A et C sont 2 ensembles d’estimation probabiliste pia et pic, pour i supérieur à NA et Nc (On 
suppose Na=Nc), avec A inclus dans C, alors lorsque le pseudo-Axiome de l’inclusion des ensembles 
estimés est valide pour (A,C), pour tout i dans C, fA(i) (notée fA1-(1) est modélisée par un évènement de 
probabilité Piac=Pia/Pic. 
1°" justification intuitive : 

Cette justification est basée sur le modèle équiprobable : 

Supposons qu’on ait un ensemble E={1,..,n}, et que A et C soient 2 sous-ensembles de E ayant a et c 
éléments, avec A inclus dans C. 

Appliquant le pseudo-Axiome du modèle équiprobable 2.A.3 à (1,A,E) puis à (i,C,E), on obtient pour i 
dans E : 

« faGi)=1 » est modélisée par un évènement de probabilité p;A\=a/n. 

«f(1)=1 » est modélisée par un évènement de probabilité p;-=c/n. 

Si maintenant, sachant 1 appartient à C, on applique le pseudo-Axiome du modèle équiprobable à 
(i,A,C) (car A est inclus dans C par hypothèse), on obtient : 

«1 (= 1 » est modélisée par un évènement de probabilité a/c, avec a/c=pix/pic. 

Ceci est donc une première justification. 

2% justification intuitive : 

Supposons que (A,C) soit un couple d’ensembles quelconques parmi tous les couples (A°,C’) 
tels que A’ et C? sont 2 ensembles d’évaluation probabiliste pia et pic pour i supérieur à N4, et A’ est 
inclus dans C’. 

On a donc pour i supérieur à N4 : 

« fa(i)=1 » est modélisée par un évènement Ev;A de probabilité pa. 

«f(1)=1 » est modélisée par un évènement Evic de probabilité pic. 

De plus comme dans la 2%" justification intuitive du pseudo-Axiome de l’intersection des ensembles 
estimés 2°" forme, on peut en premier lieu considérer puisque A est inclus dans C que Evia et Evic 
appartiennent au même espace probabilisable et de plus que Ev;a est inclus dans Evic, pour i supérieur 
à Na. 

On peut aussi en second lieu généraliser la propriété de correspondance, en admettant que la 
proposition « « fA(1)=1 » sachant « fc(i)=1 » » est modélisée par l’évènement « Evia sachant Evic. 
(Eviy/Evic) š 

Or la proposition « « fA(1)=1 » sachant « fc(i)=1 » » est équivalente à « fac(i)=1 » tel qu’on a défini 
fach). 

Il en résulte que « fasc(i)=1 » est modélisée par l’ évènement Evi4/Evic de probabilité pi/pic. 

On a donc donné une 2°" justification intuitive du pseudo-Axiome. 


I étant l’ensemble des naturels impairs, puisque A est inclus dans I, appliquant le pseudo-Axiome 
précédent à (A.I), on obtient que pour i naturel impair supérieur à 501, faa(i) est modélisée par la 
variable aléatoire Xf,A(1) avec p(« Xfan()=1 »)=Piar=Pia/Pir2pia. (avec pir=1/2). 

Si on applique le pseudo-Axiome des variables indépendantes on obtient la même loi 
numérique aléatoire, mais avec des variables Xf,A(1) définies sur le même espace probabilisable et 
indépendantes. 

Si on définit pour tout n pair (n=2p) la proposition : 

P(n) : « n=2p est la somme de 2 nombres premiers (distincts) », 

On considère les naturels n=2p, avec p supérieur à NA=501. 

Il est évident alors que « t(P(n)=0 » est équivalente à : 

« fa(Dfaim-1)=0 » et « Far(3)fan(n-3)=0 »et....et « Fa(p’)far(n-p’}0 », 

où p’ est le plus grand naturel impair strictement inférieur à p. 

On écrit cette proposition : 

« fa(l)fanm-1)=0 » et...et « far(499)far(n-499)=0 » et « Fan(Na)Ear(n-N1)=0 » et ….et « Fan(p’)far(n- 
p’}=0 » 
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ième 


La proposition précédente fait intervenir des naturels n-j avec j inférieur à p’ ( terme de chaque 
produit). Il en résulte n-j est supérieur à n-p’—2p -p’>p. (puisque par hypothèse p’ est strictement 
inférieur à p). Donc comme p est supérieur à Na=501, n-j est toujours supérieur à N4, et donc far(n-j) 
est modélisée par la variable aléatoire Xf17(n-j). 


D’après la propriété de correspondance (donnée dans les Rappels 2.A), la proposition 
précédente équivalente à t(P(n))=0 est donc modélisée par l’évènement « Xt(P(n))=0 » de probabilité : 
KLA(L)XEar(n-1)=0 »et...et « f1(499)Xf11(n-499)-0 »et X EAN A)XEar(n-NA)=0 »et...et 
« XFa(p’)XFar(n-p’}=0 ». 

Et donc utilisant que les Xf11(i) sont indépendantes, la probabilité de l’évènement précédent est égal 
au produit des probabilités de chaque évènement. Si on définit P(N;) l’ensemble des nombres 
premiers strictement inférieurs à N4, on a pour tout i strictement inférieur à N4, si i est dans P(N4), 
fA()=1, sinon f\(1)=0, et donc la probabilité de l’ évènement précédent est égale à : 
pP" Xt(P(n)) = 0") = lI q= Pjr) [IG z P air Pu-jAt) 

jeP(NA) p'>j>NA 
(j représente toujours un naturel impair dans l’expression précédente). 


On a donc obtenu la loi numérique aléatoire : 
«Pour n=2p supérieur à 2N1=1002, t(P(n)) est modélisée par la variable aléatoire Xt(P(n)) définie 
précédemment ». 
Si on applique le pseudo-Axiome des variables indépendantes à la loi précédente, on obtient la même 
loi avec les Xt(P(n)) indépendantes. 
On peut alors en procédant exactement comme dans l’article `“ obtenir que la proposition : 
« Pour tout n naturel pair supérieur à 1002, n est la somme de 2 nombres premiers distincts », qui est 
équivalente à « Pour tout n pair supérieur à 1002, t(P(n))=1 », a une pseudo-preuve aléatoire. Et il est 
évident que cette proposition est équivalente à la Conjecture de Goldbach. 
(Puisqu’on vérifie que pour n pair inférieur à 1002, n est la somme de 2 nombres premiers). 

Avec toujours n=2p naturel pair tel que p supérieur à Na=501, on définit r(n) comme étant le 
nombre de paires de nombres premiers distincts dont la somme donne n. 
On obtient : 
r(n)=fa(1 fanm- 1 )+. š .+fa(499)fa(n-499)+f a (N afan m-Na)+. ” +a(p')faa(n-p’). 


(5) 


Or on a vu dans les Rappels 2.A, comme conséquence de la propriété de correspondance, que 
si on avait une loi numérique aléatoire sur un ensemble F : 
« (1) est modélisée par la variable aléatoire X{f(i) », 
alors si les Xf{1) sont définies sur le même espace probabilisable, pour tous k1,...,kn appartenant à F, 
et pour toute fonction G(x1,....x,) définie sur R”, la fonction G(f{k1),...,f(kn)) était modélisée par la 
variable aléatoire G(Xf(k1),...,Xf{(kn). 

Il en résulte que la fonction r(n) est modélisée par la variable aléatoire Xr(n),avec : 


Xr(n) = y Xf arn- j) + D Mur DX a n- j) 


jeP(NA) p'>j>NA,jel 


On obtient donc la loi numérique aléatoire : 
«Pour n pair supérieur à 2N,=1002, r(n) est modélisée par la variable aléatoire Xr(n) définie 
précédemment ». 
On remarque qu’on peut facilement obtenir la moyenne et la variance de Xr(n), les Xf,7(j) étant 
indépendantes. On peut aussi appliquer le pseudo-Axiome des variables indépendantes pour obtenir la 
même loi que précédemment, mais avec les Xr(n) indépendantes, et obtenir alors des propositions 
exprimant des propriétés de la Comète de Goldbach. 
On remarque tout d’abord qu’on peut montrer que E(Xr(k)) est équivalente à E(X44r(k)), Xear(k) étant 
la variable aléatoire obtenue utilisant le modèle équiprobable modélisant r(k) dans le premier article, 
c'est-à-dire que E(Xr(k)) est équivalente à k/(Log(k))”. 

On obtient ce résultat de la façon suivante : 
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a)On montre qu’on a l’équivalence, A étant un réell strictement positif : 


f 1 
Pay ON To 


b)Puis on écrit : 

n 1 ni2 1 n 1 

f dx dx + dx 
4 Log(x)Log(n — x)  Log(x)Log(n — x) 1 Log(x)Log(n — x) 


c)Puis on encadre les 2 intégrales du terme de gauche de légalité précédente et utilisant a) on obtient : 


n 1 1 
f dx x > 
 Log(x)Log(n — x) (Log(n)) 


Utilisant l’inégalité de Chebychev exactement de la même façon que dans la Remarque 4.A.7b), on 
peut obtenir des intervalles de confiance à 99% I(k)=[1-e(k),1+e(k)] de Xr(k)/E(Xr(k)), e(k) étant une 
fonction positive tendant vers 0. 

Procédant alors exactement comme dans l’estimation de S(n), dans la Remarque 4.A.7b) on obtient 
que la proposition suivante P21(r(k)) a une pseudo-preuve aléatoire : 


us : «Il existe un naturel N tel que pour tout n supérieur à N : 


T-2N A/Z A DA 2A (" RCE) pe ENS (avec i pair et E(Xr(i))si/(Log(i))”) » 


Comme dans le modèle équiprobable on obtient que cette proposition n’est pas illustrée par la 
Comète de Goldbach considérées comme des tests statistiques. Cependant, cette proposition entraîne 
la proposition Q2u(r(k)) (analogue à Q2 dans la section 4A7a) suivante qui a donc une pseudo-preuve 
aléatoire : 


Q2ufr(k)) : «Il existe 2 réels a,ß strictement positifs et un naturel N tel que pour tout n supérieur à 


SaS SOET a E. 
(n-2N,)/2+1 «2 gag TAAS 


(avec i pair et E(Xr(i))=i/(Log(i)}) » 


On obtient comme dans l’article ® que Q2m(r(k)) tout en étant illustrée par la Comète de 
Goldbach n’a pas d’explication aléatoire car contraire à la Conjecture Forte de Goldbach qui on le 
verra a une pseudo-preuve aléatoire et est beaucoup mieux illustrée par les tests statistiques que 
Q2m(r(k)). Q2mr(k) est aussi beaucoup plus imprécise que la Conjecture Forte de Goldbach. 
Cependant, c’est en affinant le modèle statistique utilisé pour obtenir P2m(r(k)) qu’on obtiendra que la 
Conjecure Forte de Goldbach a une pseudo-preuve aléatoire, dans la section suivante. 

Comme dans l’article précédent on peut considérer la proposition R2Įm((r(k)) obtenue en 
remplaçant dans Q2ui(r(k)) [a,ß] par [a,+o[. On obtient comme dans le premier article © que cette 
proposition a une explication aléatoire, donnant notamment la forme de l'équation de la courbe 
inférieure de la Comète de Goldbach. 
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On remarque qu’il est très possible à priori qu’on puisse obtenir des variables aléatoires Xr(n) 
représentant les propriétés statistiques de r(n) de façon beaucoup plus précises que celles obtenues 
dans les modèles équiprobables et indépendants exposés précédemment. Cependant, ceci doit 
nécessiter d’utiliser des propriétés des nombres premiers plus complexes que les 2 seules qu’on a 
utilisées, c'est-à-dire que les nombres premiers constituent un ensemble estimé d’estimation n/Log(n) 
inclus dans l’ensemble des naturels impairs. Trouver une loi numérique aléatoire dont on puisse 
déduire les principales propriétés de la Comète de Goldbach, constitue l’objectif suivant de la TAN, 
comme on l’a remarqué dans l’Etude théorique d’une fonction par la TAN 4.A.7a). 


ETUDE DE LA FONCTION r(k) PAR LE MODELE MI(k}x(p1,.…,Pn) 4.B.6B) 


On remarque qu’on peut grandement améliorer la qualité des modèles présentés, indépendants 
et équiprobable, de la façon suivante : 

On a vu qu’on a amélioré la qualité du modèle indépendant en utilisant que A l’ensemble des nombres 
premiers était inclus dans I l’ensemble des nombres impairs. 

Plus généralement, supposons qu’on ait un naturel pair k, et que Pix,....,pnk soient les diviseurs 
premiers de k autres que 2 et k/2 (si k/2 premier), avec pık<...<Pnk. On peut alors considérer que A est 
inclus dans l’ensemble I;(Pix,.….,Pnk) qui est l’ensemble des naturels impairs qui ne sont pas multiples 
de Pik. -Pank à l’exception de PiK,...,Pnx eux-mêmes. On remarque qu’on a toujours px<k/2. Afin de 
simplifier le modèle, on pourrait considérer seulement les nombres premiers pik inférieurs à P=500. (Il 
est très possible qu’on obtienne un bon modèle prenant P égal à une valeur beaucoup plus petite que 
500). 

Remarquant que si j appartient à [(Pix.…Pnk), avec j>500, on a alors k-j appartient à 
L(Pir;..,Pnk), On peut procéder exactement comme dans le modèle indépendant précédent, remplaçant 
I par L(Pixs..,Pnx). Il est clair que cette modélisation est plus précise, et qu’elles conduit aussi à 
l’existence de bandes correspondant aux naturels pairs ayant certains diviseurs premiers en commun. Il 
est cependant très possible que cette modélisation ne soit pas assez précise pour décrire complètement 
ou avec une très bonne approximation les propriétés de la Comète de Goldbach. 

(On peut affiner le modèle équiprobable étudié dans l’article précédent © de la même façon, 
en remplaçant E(k) l’ensemble des paires de naturels impairs inférieurs à k par l’ensemble des paires 
de naturels inférieurs à k appartenant à L(P1x,..,Pnx) Privé de Pix, Pr, B(k) l’ensemble des paires de 
naturels {i,k-1}, 1 étant impair par l’ensemble des paires de naturels {i,k-1}, où i appartient à 
L(Pix.,Pnx} privé de Pix,...,pnx (Car il est évident qu’on a toujours pour j dans {1,..,n} k-p4 est un 
multiple de pjk et n’est pas premier ), et A(k) l’ensemble des paires de naturels premiers inférieur à k 
par l’ensemble des paires de naturels premiers inférieurs à k et différents de Ppik,...,Pnk. On notera 
Meal n(p1,. ..Pn) ce modèle équiprobable analogue au modèle MIx(p:...,p:) ) 

En réalité, on voit que les modèles précédents ne sont pas assez bons pour décrire avec une 
très bonne approximation la Comète de Goldbach. : 

On note MI le modèle indépendant étudié précédemment en considérant seulement que A est 
inclus dans I, et MI(k) le modèle indépendant plus précis décrit précédemment où on considère plus 
précisément que A est inclus dans I(k}=I,(pix,.….;Pnk). 

En effet, on obtient I(k)=I,(Pix,...,Pnx) en considérant l’ensemble des naturels modulo 
n(k)=pik*...XPnk: On obtient alors des nombres modulo r(k) qui appartiennent tous à I(k). Si n(k) est 
le nombre de naturels modulo x(k) qui appartiennent tous à I(k) alors il vient immédiatement que I(k) 
est un ensemble estimé d’estimation 19{n)=Praoh, avec prow -n(k)/a(k). 

En procédant alors comme dans le modèle MI, on obtient dans le modèle MI(k) que (avec des 
notations évidentes) mn (k)est équivalent à (p/Prao)mi (k) , c'est-à-dire mx(K) est équivalent à 
(/Pu)k/Log(k)). 

Comme on a toujours pı supérieur à piw, on devrait donc trouver d’après le modèle MI(k) que tous les 
points (k,r(k) doivent être au dessus de la courbe (k;mi(k)). Or cela n’est visiblement pas le cas, la 
plupart des points (k,r(k)) sont au dessous de la courbe. (C’est une remarque analogue qui permettait 
d’invalider la Conjecture étendue de Goldbach de Hardy et Littlewood ©.) 

On peut cependant améliorer encore le modèle MI(k) de la façon suivante : 

Considérons un naturel k pair n’ayant aucun autre diviseur premier que 2. (k=2").On a vu que dans le 
modèle MI, on a utilisé l’expression: 
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r(K)=fa(1)fa(k-1)+. ..+fa(499)fa(k-499) +fa(Na)fa(k-Na)+.. +fa(p’)fa(k-p’°). 

, avant d’appliquer la propriété de correspondance permettant de modéliser r(k) par la variable 
aléatoires Xır(k). 

On peut donc écrire aussi : 

ri(k)=C(k)+S(k), avec C(k) est majorée par une constante (C(k)=fa(1)fa(k-1)+...+£(499)fa(k-499), 
et S(k)= faA(Na)fa(k-Na)*t.. +fa(p )fa(k-p’). 


Dans cette expression, on sait que certains termes de la forme fa(i)fa(k-i) sont nuls, par exemple tous 
les termes tels que i est multiple de 3,5...Nous allons introduire un nouveau modèle MIn(3), 
améliorant la modèle MI, dans lequel on utilise que tout multiple de 3 (sauf 3), n’est pas premier. On 
peut réécrire Si(k) sous la forme Smg) (k) suivante, I,(3) ayant été précédemment défini comme 
l’ensemble des naturels impairs qui ne sont pas multiples de 3 : 

Sro l= D FAQ, (k-i), avec 500<i<k/2. 


ielx(3) 


On sait que i appartient à 1,(3) signifier i congru à 1 ou 5 modulo 6, et in a vu que i appartient à I 
signifie 1 congru à 1,3 ou 5 modulo 6. On a donc Pis) =1/3 et pi=1/2. 

De plus il est évident que Sx)(k) contient les 2/3 des termes de Si(k) (c'est-à-dire pi) /pa, puisque la 
proportion des éléments de {1,...,k/2-1} tels que i appartient à I est égale à px (ou plutôt tend vers px), 
et la proportion de ceux tels que i appartient à In(3) est égale à pis). 

De plus, si on considère un terme de la somme Sno) (k) fA(G)fA(Kk-1) , on sait que i appartient à 1.(3), et 
donc on peut écrire fA(1) sous la forme famo) (1). 

D'autre part par hypothèse k est pair et n’est pas divisible par 3, donc k est congru à 2 ou 4 modulo 6. 
Supposons par exemple k congru à 2 modulo 6. Or dans Smo) (k) les termes sont congrus 
alternativement à 1 ou 5 modulo 6. On a donc alternativement k-i congru à 1 ou 3 modulo 6, et donc 
un terme sur 2 de la somme Smo) (K) est nul (k-i étant multiple de 3). 

Pour chaque terme non nul, k-i est congru à 1 modulo 6, donc k-i appartient à 1,(3), et on peut écrire 
fa(k-i) sous la forme famo) (K-i). (on vérifie qu’on obtient le même résultat si k congru à 4 modulo 6). 


On a donc obtenu les 3 points fondamentaux suivants, k n’ayant aucun autre diviseur premier que 2: 
a)La somme Sng) (k) contient les 2/3 (c'est-à-dire Pima) /pa) des termes de Si(k). 

b)1 terme sur 2 de Smo) (K) est nul. 

c)Chaque terme non nul de Sno) (K) s'écrit famo) (1) famo) (K-i), et est donc modélisée par la variable 
aléatoire Xfamo)(i) Xfa3)(K-i) définie dans le Pseudo-Axiome 4.B.6a) de l’inclusion des ensembles 
estimés. 

Utilisant la loi numérique aléatoire modélisant f\3)1), on obtient donc que chaque terme non nul de 
Sro) (K) a une probabilité PiaPria/ (Pino) )? d’être égal à1. 


Utilisant les 3 propriétés précédentes, on obtient que dans le modèle MIx(3), r(k) est modélisée par 
une variable aléatoire Xma) (K) d’espérance mathématique telle que : 


Pino | Pi v l Pu k 
E(X moa (0) ~ x—x( ) x E(X ;r(k)) = —x 
Hi Pi 2 Pino) j 2 Pino) (Log(k))? 
Donc : 
3 k 
E(X r6) (k)) = =x — Ciro) (k)x 


4 (Log(k)*) (Log(k))? 
On obtient donc un équivalent de E(Xng) (k)) en multipliant E(X(k)), (ou k/(Log(k)}”) par 3⁄4, c'est-à- 
dire 0.75. 
On remarque CIn(3) (k)=0.75 est proche de C:70.66, où C, est la constante intervenant dans la 
Conjecture de Hardy et Littlewood ©)". 
On voit donc que dans le nouveau modèle MIn(3), on doit s’attendre à trouver des bandes situées en 
dessous de la courbe (k,k/(Log(k)}”), contrairement aux modèles MI et MI(k), et effectivement on 
observe que la courbe (k.k/(Log(k)}”) est très voisine de la courbe inférieure de la Comète de 
Goldbach (légèrement au dessus). 
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On pourrait se demander ce que donnerait le modèle MIn(5) analogue au modèle Mix(3), utilisant 
l’ensemble I,(5) de la même façon qu’on a utilisé l’ensemble I,(3). 

En procédant de la même façon que précédemment, considérant un naturel k n’ayant aucun diviseur 
premier autre que 2, on obtient que k doit être congru à 2,4,6 ou 8 modulo 10. De plus les éléments de 
I,(5) sont ceux congrus à 1,3,7,9 modulo 10. 

Si par exemple k est congru à 2 modulo 10, on obtient que pour i dans I,(5), k-i est congru à 1,9,5,3 
modulo 10, et donc un terme sur 4 de la somme Sme) (K) (exactement analogue à S::3,(K)) est nul (ceux 
tels que k-i est congru à 5 modulo 10).(On vérifie qu’on obtient le même résultat si k congru à 4,6 ou 8 


modulo 10). 
On obtient donc des propriétés complètement analogues à celles a)b)c) du modèle MIx(3), et donc : 
3 pp, k 15 k 
E(X m (k) Dex — x 


= — x 
4 Pans, (Log) 16 (Log(k)) 
L’effet de correction du modèle MIn(5) est donc moindre que celui de MIx(3). 


Si on veut tenir compte des 2 modèles MIn(3) et MIr(S), on considère le modèle MIx(3,5), utilisant 
l’ensemble 1,(3,5), qu’on a défini comme l’ensemble des naturels impairs ni multiples de 3 ni multiple 
de 5. 

Procédant comme précédemment, on considère un naturel k tel que k n’ait aucun diviseur premier 
autre que 2. Donc k est congru à un des naturels 2,4,8,14,16 ,22,24,26 ou 28 modulo 30. Prenons par 
exemple k congru à 28 modulo 30. 

De plus, 1,(3,5) contient les naturels congrus à un des naturels 1,7,11,13,17,19,23 ou 29 modulo 30. 
Donc Pitr(3,5) =8/30. 

Pour i dans 1,(3,5), on obtient donc k-i congru à un des naturels 27,21,17,15,11,9,5,29. Donc 5/8 des 
termes de Smg,5) (K) s’annulent. (Ceux pour lesquels k-i est congru à 27,21,15,9 et 5 modulo 30). 

Il en résulte que 5/8 des termes de Smg,s) (k) s’annulent. Utilisant donc des propriétés analogues aux 
propriétés a)b)c) du modèle MIx(3), on obtient avec des notations analogues : 

3 30 x 1 k 90 k 


E(X 56,5 (K) = 2x * =g 
2,5) 8 8 2 (Log(k)}} 128 (Log(k)) 
On remarque : 
90 ke © l l : 
E(X re, ©) a 128 x (Log(k))? (l B- 1)? À (5— 1)? ) (Log(k))° 
k 
EX re, E) = Ces) O Toga 


avec Cmg,s)(k) très proche de C2, C2 étant la constante intervenant dans la Conjecture de Hardy et 
Littlewood. 
On rappelle que d’après cette Conjecture 


p-1 
r(k) = 2C ( )x , avec 
ae p-2  (Log(k)) 


1 
C= | | l- GD. = 0,66, p désignant un nombre premier dans les expressions précédentes. 
p23 P= 


60). 


On a vu en introduction qu’elle était fausse, mais il semble que sa variante obtenue en supprimant le 
facteur 2 soit vraie, et puisse être extrêmement approchée par le propositions obtenues par la TAN 
concernant la modélisation statistique de r(k). 


Considérons maintenant le modèle dans lequel k a plusieurs diviseurs mais n’est pas divisible par 3. 
On note alors I(k)n(3) l’ensemble I(k)NIx(3), et MI(k)r(3) le modèle analogue au modèle MIn(3) 
s’appliquant aux naturels k pairs non divisibles par 3. 
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Dans le modèle MI(k), on a écrit r(k) sous la forme, de façon analogue au modèle MI : 
r(k}= Ci (K)+Siw (k), avec : 
Siw (k) = DOI AE) 
iel(k),500<i<k/2 
Dans le modèle MI(k)r(3), de façon analogue au modèle MIx(3), on considère seulement les termes de 
SI(k)(k) qui ne sont pas multiples de 3.On obtient la somme Sizo) (K) : 
Siwa (k) = TLO -i) 
ieI(k)z(3),500<i<k / 2 
Considérant l’ensemble I(k)n(3), on obtient comme précédemment que la somme Sr) (k) ne 
comporte que la proportion Pi) /Pa des termes de Si(k). 
D'autre part, puisque k n’est pas divisible par 3, on a toujours k congru à 2 ou 4 modulo 6. Supposons 
par exemple k congru à 2 modulo 6. 

Supposons I(k)=[(pix...,Pnx). On a alors I(k)x(3)=I;(3,pix;. Pr). Soit m(k,3)/n(k,3) la 
proportion des éléments de N/6pix..pxN congrus à 1 modulo 6, et n:(k,3)/n(k,3) la proportion de ceux 
congrus à 5 modulo 6. On obtient alors que la proportion n:(k,3)/n(k,3) des termes de Siwe) (K) sont 
nuls, car pour i congru à 5 modulo 6, alors k-i=2-5 congru à 3 modulo 6 et donc n’est pas premier. 
Dans tous les exemples considérés, on aura : 


n (k,3) _n,(4&3) 1 
n(k3))  n(k3) 2 


De plus, si on considère un terme non nul de cette somme correspondant à i, on sait que i 
appartient à I(k)r(3), et donc on peut écrire fA(1) sous la forme farm) (1). De plus on sait que k-i 
appartient à I(k) (car i appartient à I(k)), et k-i appartient à 1,(3). (Puisque k-i est congru à 1 modulo 6). 
Il en résulte que k-i appartient à I(k)n(3), et donc on peut écrire tout terme non nul de la somme Sir) 
(k) sous la forme fanao) Ofangno) (K-i). 
Il en résulte qu’on obtient des propriétés totalement analogues aux propriétés a)b)c) du modèle Mix(3), 
dont on déduit que la modèle MI(k)r(3) prévoit que r(k) est modélisé par la variable aléatoire X1K1(3) 1(K) , 
avec : 


Pi T n k,3 i k 
ECX rogor KE) = T(k)a(3) x 1( ) x Pi 2 x 7 
Pa n(k, 3)  Prurs  (Log(K)) 


1 P; k 
EX oror (E) + =x —P4 
FRE, 2 Pioro) (Log(k)) 


D’après l’expression d’un équivalent de E(X1 r(k)), on voit qu’on obtient un équivalent de E(Xioxç3) 
(k) en multipliant E(X r(k)) par le coefficient cayro) (K)=0.5 Pira Paco) (K). 
Car on a vu : 


Pa k 
E(X nor (K) = Xi 
Dk Paa (Log) ) 


Donnons quelques exemples numériques : 

Dans le cas où I(k)=I,(5) (k n’a que 5 et 2 pour diviseurs premiers.), on obtient que I.(5) contient 

l’ensemble des naturels congrus à 1,3,7,9 modulo 10, et donc on a alors pi —4/10. 

On a alors I(k}r(3)-1,(3,5), et donc I(k)r(3) contient les naturels congrus à 1,7,11,13,17,19,23,29 

modulo 30, donc Pix3) 8/30. 

On obtient le coefficient : 

1 Pi) 1 30 2 
x = —X —X 


2 Pioro) 2 8 5 


=0.75 


CIG) (k)= 


On obtient donc : 
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3 Pa k 3 1 5 k 
x x 3 = x x X 5 
4 Pr (LOg(G)) 4 2 2 (Log(k)) 


E(X rwar E) = 
Donc : 


5-1 k 
E(X 707) = Cire OS) X G = 7) a (Log(k))” 


Avec : 
1 1 
Cure O) = gp >C S=1 


La prédiction du modèle MI(k)r(3) dans cet exemple est donc très proche de la variante de la 
Conjecture de Hardy et Littlewood. 


jz, 


Dans le cas où I(k)=I,(7), on obtient que 1,(7) contient les naturels congrus à 1,3,5,9,11,13 modulo 14, 
donc Pix 6/14. 
IkK)r(3)-Ir(3,7) contient les naturels congrus à 1,5,11,13,17,19,23,25,29,31,37,41 modulo 42, et donc 
Pico) = 12/42. 
On obtient le coefficient : 

LP RPC 0. 

2 Prec. 2 12 14 


On obtient en procédant comme dans l’exemple précédent : 
7-1 k 


E(X 6767) + Cure CU G = z) È (Log(k))” 


Avec : 


1 1 
Cire) (7) a ( 


6-D 0 G-» 


)=C, 


La prédiction du modèle MI(k)r(3) dans cet exemple est donc très proche de la variante de la 
Conjecture de Hardy et Littlewood. 


On voit que le modèle MI(kyn(3) a la même prédiction que le modèle MIn(3) dans le cas où k n’a 
aucun autre diviseur premier que 2 (On a alors I(k)=I). Le coefficient était alors de 0.75, et on voit 
donc qu’en général ce coefficient Cayne) (K) semble être égal à 0.75. 

Dans le cas où k est divisible par 3, le modèle MI(k)r(3) n’apporte aucune amélioration, car alors I(k) 
est inclus dans In(3) et de plus k est congru à 0 modulo 6. On peut donc considérer que MI(k)r(3) 
coïncide dans ses prévisions avec MI(k) lorsque k est divisible par 3. 


On observe que la courbe (k,0.75/(Log(k)}”) (obtenue dans le modèle MI(kyn(3) dans le cas où k a 2 
pour seul diviseur premier) semble être très proche de la courbe inférieure de la Comète de Goldbach, 
par exemple: 

Mka) (10000)=88, Mka) (50000)= 320, Mir) (75000446, Mikr(3) (90000)=518. 

AVEC M (43) (k) = E(X rwar k) 


Pour vérifier la validité de MI(k)x(3), on peut considérer les nombres de la forme 2”, avec n grand. On 
devrait obtenir r(2"}=mwxa)2")70.75*2"/(nLog(2)). 


On pourrait ensuite étudier les naturels de la forme 2"3°, (avec s>1) qui n’ont que 3 pour seul diviseur 
premier autre que 2, et donc dont on peut facilement estimer mix) (K) qui est alors identique à mx) 
(k) comme on l’a vu. 
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Ce cas d’ailleurs est très intéressant : En effet, d’après ce qui précède, pour I(k)=I,(3) : 
migo (k)=pi/pi K(Log(k))=1.5k/(Log(k)). 

On obtient alors utilisant cette expression : 

Mw (50000)=640, ma(75000)=892, Mma(90000)=1037. 


On remarque dans le cas précédent: 


3 k 3-1 1 k 
E(X waar E) ~ 


zaa 2L e "Got 


Donc : 
E(X oror (k) =C arC tx k 
(W63) HULTE) 3-3 (Log(k)) 
Avec Cityray3) très proche de C;. On retrouve que la prédiction dans cet exemple du modèle 
MI(k)r(3) est très proche de la variante de la Conjecture de Hardy et Littlewood. 


On observe que les points (k,;mrx(k)) pour k=2"3° se trouvent très proches de l’une des bandes les plus 
froncées de la Comète de Goldbach, ce qui donc tend à confirmer la validité du modèle MI(k) 
(coïncidant MI(k)r(3) puisque k est divisible par 3). On rappelle qu’on peut aussi le tester en calculant 
r(2"3°) pour certaines valeurs de s et de n, et en les comparant avec l’estimation de MI(k) donnée 
précédemment. 

On voit donc que le modèle MI(k}x(3) conduit à obtenir pour tout k supérieur à 1002, que la 
fonction r(k) est modélisée par la variable aléatoire X1K»3)7(K) définie précédemment. Ceci constitue 
une loi numérique aléatoire, qui est illustrée apparemment par certains tests. 

Le modèle MI(k}r(3) prévoit notamment l’existence de bandes d’équation f{k)=C.k/(Log(k)}, 
comme on en observe sur la Comète de Goldbach. Ceci est dû aux 2 propriétés suivantes de 
Xixa tlk) : 

a)E( Xaoro r(k)) FCxk/(Log(k)}”, où Cest une constante dépendant des diviseurs premiers de k. 

b)On obtient utilisant l’ inégalité de Chebychev que les intervalles de confiance minimaux à 95% (ou 
de façon évidente 99,9%) de Xrtç3)(K)), notés [miGi6) (K), MaG) (K)] sont tels que (MaGixx 3) 
(k)-miGiaxo) (K)VE(Xixs)1(K)) tend vers 0 pour k tend vers l’infini. 


Il apparaît donc que le modèle MI(k)r(3) entraîne des prédictions remarquables concernant 
l’aspect de la Comète de Goldbach. De la même façon qu’on a défini les modèles MI(k)r(3) et 
MI(k}r(3,5), on peut définir le modèle MI(k)r(p1,....,Pn) OÙ P1,....,P sont les n premiers nombres 
premiers consécutifs après 2. Il est évident que dans tout modèle MI(k)r(p1,...,P), on peut obtenir par 
des pseudo-preuves aléatoires des propositions P(itr(p1…pm (K),q) analogues aux propositions 
P(I(k).q) obtenues dans le modèle MI. Comme on l’a remarqué en considérant les modèles MI(k)r(3) 
et MI(k)r(3,5), il semble que les modèles MI(k}x(p:,...,p.) permettent d’obtenir des propositions qui 
tendent quand n tend vers l’infini vers la variante de la Conjecture étendue de Goldbach de Hardy et 
Littlewood, obtenue en supprimant un facteur 2 dans la Conjecture initiale. 

On pourrait montrer ceci explicitement, en montrant que si I(k)-I(pix,.…….,Px), alors dans le 
modèle MI(k)r(p1,....,P1), on obtient : 


Pik = 1 ) x k 
2 
in Pa 2  (Log(K)) 
avec Citox(p1,…pn) (P1k: --Psk) tend vers C2 quand n tend vers l’infini. On a vérifié que ceci était 
en accord avec tous les exemples numériques considérés. Ceci se ramène donc apparemment à un 
problème résoluble par la Théorie des nombres classiques. 


Pour le montrer, on utilisera le Théorème : 


THEOREME 4.B.6Ba)) : 
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Si P1;...,Pn Sont n naturels premiers et A(p:,...,Pn)={1,...,2p1...pn} (C'est-à-dire A est 
l’ensemble des naturels de [1,2p1...pAl), si P(A(p:,...,Pn))={i appartenant à A(p:,...,p.) tel que i n’est 
divisible par aucun des nombres 2,p1,...,Pn} alors : 


Card(p(A(Pp1;..Pn))=(p1-1)*...*X(pa-1). 
Démonstration (par récurrence) : 


Si n=1 : 

A(p)={1,...,2p1}. 

Les éléments de A(p.) non divisibles par 2 sont les éléments de {1,....,2pı-1} au nombre de pı. Parmi 
ceux-ci, seul le naturel p; est divisible par pı. 

Donc Card(p(A(p:))=pı-1. 


Supposons qu’on ait montré le Théorème pour n-1. Soit alors p;,....,p, n nombres premiers. 

On définit alors p(A(P1,....,Pn-1))={hin1,....,hsn1}, avec s=Card(p(A(p1,...,Pn1)). 

Les éléments de A(p1,....,p1) qui ne sont pas divisibles par 2,p1,...,Pn1 Sont ceux congrus à h151,...,hsn 
1 modulo 2p1...Pni, et donc sont les éléments de I’ ensemble : {hi151,....,hsn1; 2P1...Pnithin 
layses 2P: Le Parthi sé .2pı #4 Pn1(Pa-1) Hi n132P1 T Pn-1(Pn-1)+hsn1} 

L’ensemble précédent a de façon évidente p.Card(p(A(p1,...,Pa1)) éléments. 

De plus les éléments de l’ensemble précédent divisibles par pa sont de la forme ap,, avec a n’est pas 
divisible par 2,p1,...,Pn1, C'est-à-dire a appartient à p(A(P1,....Pn1)). IL y en a donc un nombre égal à 
Card(p(A (pı, Lee >Pn:1)) 

Il en résulte que p(A(p1,...,Pa)) qui est l’ensemble précédent privé de ses éléments divisibles par p, a 
un nombre d’ éléments égal à (p:Card(p(A(p:1,...,Pn1)))-Card(p(A(p1;...Pn1)) c'est-à-dire (Pn- 
1)Card(p(A(p1,...,Pn1)). 

On a donc montré par récurrence le Théorème. 


Une conséquence immédiate de ce Théorème est le Corollaire : 
COROLLAIRE 4.B.6Bb) : 


Si on a I(k)=I,(P1,....,Pn), alors : 


1 pr ?; 1 
Pi 573 ( ). 
wsz E 


La démonstration est immédiatement conséquence du Théorème précédent si on considère les 
naturels modulo 2p1...Pn- 


REMARQUE 4.B.6Bc) : 


On a vu que dans le modèle MI(k) on avait : 


Pi k 
E(X Gr) = 
Pi) (Log(k))° 
Utilisant le Corollaire précédent, on obtient, si I(k)=1,(p1,...,Pn) : 
Pi 12-112 z [I l 

= = x [TO -——> 
Pi) j=l (p; -1) j=l Pj =2 j=l (P; D 

On voit que cette expression est proche de la variante de la Conjecture de Hardy et Littlewood. 

Ce qui précède permet de comparer les prédictions du modèle MI(k) avec la variante de la 


Conjecture d Hardy et Littlewood. Pour comparer celle-ci avec le modèle plus précis MI(k)r(p:,...,Pn), 
on procède comme suit : 


Montrons le Théorème : 
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THEOREME 4.B.6Bd) : 


Si k est un naturel pair de A(p:,...,P1) (défini plus haut de même que p(A(p1.,...,P1)), divisible 
par aucun des nombres premiers p:,..,Pn, Si on pose : 

dx(p(A(P1,...,pn))={1 i et k-i n’est divisible par aucun des naturels p1,....,Pn))} 

Alors Card(d(p(A(P:1;.…;Pn))}=(p1-2)...(Pn-2). 


Démonstration (Par récurrence) : 


Montrons d’abord le Lemme : 
LEMME 4.B.6Be) : 


k étant un élément quelconque de A(p;,...,p.), l’ensemble des éléments de A(p:,...,p,) congrus 
à k modulo pn, contient exactement un représentant de chaque élément de N/(2p:1..p11)N, et est égal à 
l’ensemble de ces représentants. 


Démonstration : 


Soit k dans A(p:1,....,p,). (On rappelle A(p:,...,p1)=£{1,...,2p;1...Pn} ) 
On suppose k congru à k, modulo pn, avec kn dans {1,....,pa}. 
L’ensemble des naturels de A(p:,..,p.) congrus à k modulo p, est donc l’ensemble des naturels k,+ap, 
avec a naturel appartenant à [0,2p1...pn1-1]. Il a donc 2p:1...pn:1 éléments. 
Supposons qu’un de ces naturels k;+ap, différent de k, soit congru à kn modulo 2p:1....Pn1. 
Alors on a ap;=2Àp1....Pn1. (Avec À>0). 
Comme pn est premier avec 2,...,Pn1, Pn divise À, donc À=sp,, s étant un naturel non nul, et donc 
a=2sp1....Pn-1- 
Ceci est impossible car a<2pı...Pn-1- 

Donc aucun des naturels de la forme k;+ap, de A(p:,...,p.) n’est congru à k, modulo 2p1...Pn-1- 
Il est évident qu’on arrive de la même façon au même résultat pour tout naturel ky+ap, de A(P1,...,Pn), 
c'est-à-dire qu’aucun des naturels k;+bp, de A(p:,...,p.) n’est congru à k;+ap, modulo 2p1..Pn-1 si ab. 
Or on sait que le nombre d’ éléments de N/2pı....Pn-ıN est égal à 2p1...Pu1, c'est-à-dire au nombre de 
naturels s’écrivant k;+ap, de A(p:,...,Pn). 
Il en résulte que l’ensemble des éléments de A(p:,...p.) congrus à k modulo p, (C'est-à-dire des 
naturels de la forme k;+ap,) contient exactement un représentant de chaque élément de N/2p1...Pn-1 N, 
et est égal à l’ensemble de ces représentants. 
On a donc démontré le Lemme. 


Montrons le Théorème pour n=1 : 

On a „pı étant un nombre premier, A(p1)={1,...,2pi}. 

p(A(p1})={1..,2p1-1} (sans pı), et a pı-1 éléments. 

Si k est un naturel pair de A(p,) non divisible par pı, on a k=2s, avec sp, et ou bien 1<k<p,, ou bien 
pi<k<2p1. 

Si j appartient à p(A(p1)), k-j=2s-j est impair et donc n’est pas divisible par 2. 

De plus k-j est divisible par p; si k-j=ap:, a étant un entier, c'est-à-dire j=k-ap:. 

Si 1<k<p;, il y a une seule solution j dans p(A(p:)) :j=k+p1. 

Si pl<k<2p1, il y a une seule solution j dans p(A(p:1)) :j=k-P1. 

Puisqu’on a défini d;(p(A(p1)) comme l’ensemble des naturels i de p(A(p:)) tels que k-i non divisible 
par 2 ni par pı, on a donc: 

Card(d.(p(A(p1)))=p1-2. (Car d(A(p1))) est constitué de p(A(p1)) privé de j). 

On a donc démontré le Théorème pour n=1. 


Supposons qu’on ait démontré le Théorème pour dx(p(A(P1,...,Pn1))). 
On a vu qu’on pouvait écrire : 
P(A(P1:...,Pn1))={hints..hsn1}, AVEC S=(P1-1)...(Pai-1)}. 
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On a vu que p(A(P1,...,Pa)) était constitué de l’ensemble B défini par : 

B= {Din A Dés 21. Pn1(Pn-1) hi ns 2P1..Pn1(Pn- 1) Hsn-1 } 

privé des naturels de la forme apn, avec a dans p(A(p1,...,Pu1)). 

k étant un naturel pair de A(p:,..pn) divisible par aucun des naturels p:,..p, on rappelle que 
dx(P(A(P1;...,Pa1))) est l’ensemble des éléments i de p(A(p1,.-Pn-1)) tel que k-i n’est divisible par aucun 
des naturels p1,...,Pn-1. 

Soit d(p(A 1,- --Pn-1))5 {ti n-15-- --strn-1 }, AVEC r=(p1-2)....(Pn-1-2) d’après l’hypothèse de récurrence. 
Soit C= {tiis 5 stenas: 53 .,2P1..Pn1(Pn-1) Hi n15- 2P1..Pn1(Pn- 1) Htrn-1 } A 

C est donc l’ensemble des éléments i de B tel que k-i ne soit pas divisible par un des naturels p1,...Pn-1- 
Il est évident Card(C}= pur =p (p1-2). . .(Pn-1-2). 

On a défini d/({p(A(P:,...P.))) comme étant l’ensemble des naturels i de p(A(p:,...,p.)) tel que k-i ne 
soit divisible par aucun des naturels premiers p1,...,Pn. 

Donc d,(p(A(p:....,p.)) est inclus dans C, car tout élément i de d(p(A(p1,.-Pa))) appartient à B et est tel 
que k-i n’est divisible par aucun des naturels 2,p;,...,Pn1 - 

De plus tout élément i de C tel que : 

-i n’est pas de la forme apn, avec a dans p(A(p1,...,Pn1)). 

-k-i n’est pas divisible par pn. 

est tel que i appartient à dx(p(A(P1...,Pn))), car alors i appartient à p(A(pP1,...,Ph) et k-i n’est divisible par 
aucun des naturels p1,...,Pn. 

Donc si on définit les ensembles D et E par : 

D={i/ i appartient à C et k-i est divisible par pn} 

E={i/ i appartient à C et i est de la forme ap,, avec a dans p(A(p1,.--;Pn-1))} 

On a alors d{p(A(P1,...,Pn)))}=C/(DUE). 

De plus si i appartient à E, alors i n’appartient pas à D puisque k n’est pas divisible par pa. Donc D et 
E ont une intersection vide, et donc : 

Card(C/(DUE)}-Card(C)-Card(D)-Card(E). 

Or D est l’ensemble des naturels i de A(p:,...,p,) congrus à k modulo pù, tel que i ne soit pas divisible 
par P1,...,Pn1 et que de plus k-i ne soit pas divisible par p1,...,Pn1. 

Appliquant le Lemme 4B6Be) et d’après l’hypothèse de récurrence, le nombre d’éléments de D est 
donc : 

Card(D}-Card(d(p(A(p1;..….Pn-1))))=(p1-2)...(Pn-1-2). 

De même, E est l’ensemble des naturels i de A(pı,..,Pn) congrus à pan modulo pn et tel que i soit 
divisible par aucun des nombres p1,...,p11 de même que k-i. Appliquant le Lemme 4B6Be) et d’après 
l’hypothèse de récurrence : 

Card(E)= Card(dx(p(A(p1,...,Pn1))))=(p1-2)...(Pn1-2). 

Finalement, on obtient : 

Card(d(p(A(P1;..…..,Pn)))=pn (P1-2)...(Pn-1-2)- (P1-2). - -Pn-1-2)- (p1-2)...(Pn-1-2). 

Donc Card(di{p(A(p1,...,Pn)))}=(P1-2)....(Pn-2). 

On a donc démontré le Théorème 4.B6Bd). 


On peut à partir du Théorème précédent obtenir une expression donnant un équivalent de E(Xr(k)) 
prédite par tout modèle MI,(p:.....,p.), qui on l’a vu prédit la même expression que MI(kyn(pı,...;Pn) 
lorsque k a 2 pour unique diviseur premier. On obtient cette expression dans l’exemple suivant : 


EXEMPLE 4.B6Bf) : 


Soit p1,...,p n nombres premiers consécutifs après 2, et k un naturel n’ayant aucun diviseur 
autre que 2 (I(k)=D. 
On a vu que dans le modèle Mix(p:,...,p.) (qui dans ce cas avait la même prédiction que le modèle 
MK) (P:1;..,Pn)), on obtenait, généralisant le modèle MIr(3) : 


Ra (Pise Pr) P: k 
E(X 0. pt) ~ — : X L X T z 3 
n( Pis- Pa) Piin(pi NA pn) ( og( )) 


avec nak(P1,...,Pn) est l’ensemble des éléments de N/2p....p.N tels que k-i ne soit divisible par aucun 
des nombres p1,...,Pn, €t N(P1,...,Pn) est le nombre d’éléments de N/2p1...PaN. 
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D’après les Théorèmes 4.B6Ba)b)d), on obtient : 


Kai 


n es) n —] n 
e LT TI 1 ) k 


LG, =D Ap -D EG =D Log} 
Donc : 
OS 0) NE 

os 51 (p;,-D° (Log(k)) 


Cette expression tend bien vers la variante de la Conjecture de Hardy et Littlewood. 


Pour obtenir l’expression générale donnant un équivalent de E(Xr(k)) prédite par un modèle 
MK) (P1,...,Pn), on utilise aussi le Théorème suivant : 


THEOREME 4B6Bg) : 


Si P1,...,Ph Sont n nombres premiers et q1,...,qr sont r nombres premiers différents de p1,...,Pn, 
k étant un naturel pair non divisible par pı,...,Pn alors le nombre d’éléments de l’ensemble dko1,.pn) 
(P(A(P1;...,Pn,d1,..,qr) )) dont les éléments sont les éléments i de p(A(p:1,...,qr)) tels que k-i n’est pas 
divisible par p1,..,p,. est égal à (q1-1)....(qi-1)(p1-2)...(Pn-2). 
(Et donc la proportion des éléments i de p(A(p1,...,qr)) tels que k-i n’est pas divisible par p1,..,pA est la 
même que celle des éléments j de p(A(p1,...,p1)) tels que k-j n’est pas divisible par p1,..,p1, d’après les 
Théorèmes 4B6Ba) et 4B6Bd). 


Démonstration (Par récurrence) : 


Soit k, naturel pair non divisible par p1,..,Pn- 
On suppose r=1. 
Soit p(A(P1,...,Pn))= {ħi ns. -hsn}- 
L’ensemble des éléments de A(p:,..,p:,q.} non divisibles par p;,..p.est donc : 
B={hin,...hsn;P1...Pn this P1e-PnthsnsP1..Pn(qi-1)Hh1ns..,P1..Pn(q1-1)Fhsn} 
Parmi ceux-ci, d’après le Théorème 4B6Bd), il y a qi(p1-2)..(Pu-1) éléments i tels que k-i n’est pas 
divisible par P1,..,Pn: 
Soit C l’ensemble de ces éléments. 
L’ensemble dk1,... pn) (P(A(P1;...;Pn,q1))) est donc constitué des éléments i de C tels que : 
a)i n’est pas divisible par qı. 
b)k-i n’est pas divisible par p1,..,Pn- 
La condition b) est vérifiée pour tous les éléments de C. 
De plus, utilisant le Lemme 4B6Be), si D={i/ i appartient à C et i=aq; pour un naturel a}, on sait que 
l’ensemble des naturels de A(p:,..,p:,41) congrus à qı modulo qı contient exactement un représentant 
de chaque élément de N/2p....p,.N, et est constitué de ces représentants, et donc D est constitué de 
chaque représentant i appartenant à p(A(P:1....P1)) et tel que k-i n’est pas divisible par p1,..,pn. D’après 
le Théorème 4B6Bd), ce nombre est égal à (p1-2)..(Pr-2). 
On a donc : 
Card(dko1,.pn) (P(A(P1:.:Pn41)))}=Card(C)-Card(D)=(q1-1)(p1-2)..(Pn-2). 


Supposons qu’on ait montré le Théorème pour d1..pn) OCA 1,---Pn:q1>--qr-1)))- 
On procède alors exactement comme dans le cas r=1 : 
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Soit p(A(pı,. . 1) {ins se Asasi? 

L’ensemble des éléments de A(p1,...,qr) non divisibles par p:,..,q. est donc : 

B= {hi nr-15- . hs,n,r-1P1 .. «Pn.q1--qr-1th1,n,r-15-P1--Pn- . «qr-1+ħs,n,r-15-:P1--Pn--qr-1(qr1 )Hhi,n,r-15--3P1--Pn--qr-1(q 

1 JHhs,n,r-1 } 

Parmi ceux-ci, d’après l’hypothèse de récurrence il y a q(qi-1)...(q.1-1)(p:-2)..(p.-1) éléments i tels 
que k-i n’est pas divisible par p1,..,Pn. 

Soit C l’ensemble de ces éléments. 

L’ensemble des éléments i de p(A(p:...,4ï)) tels que k-i n’est pas divisible par p1,..,p. (Cest à dire les 
éléments de dutp1..pn) (P(A(P1:..,Pns.  …qr))) est donc constitué des éléments 1 de C tels que : 

a)i n’est pas de la forme aq.. 

b)k-i n’est pas divisible par p:,...,p;. 

Comme dans le cas r=1, la condition b) est toujours vérifiée. 

Si on pose D={i appartenant à C, et i=aq,}, on obtient exactement comme dans le cas r=1 utilisant le 
Lemme 4B6Be) que le nombre d’éléments de D est égal à, d’après l’hypothèse de récurrence : 
Card(D)=Card(dko1,..pn) P(A(P1:..Pns....Qr1)))= (q1-1)...(Qr1-1)(pi-2)..(Pn-1). 

Finalement : 

Card(dx(p1...pn) (P(A(P1:.Pn». - -Qr)))=Card(C)-Card(D}= (q1-1)..(q-1)(p1-2)..(Pn-2). 

On a donc montré le Théorème. 


D’après ce qui précède, on obtient facilement l’expression donnant un équivalent de E(Xr(k)) 
prédite par un modèle quelconque MI(kyn(pı,.. Pn), avec I(k)=-L(t1,...,t), c'est-à-dire t1,..,t. sont les 
diviseurs premiers de k autres que 2. De même qu’on a vu que si k était divisible par 3 la prédiction de 
MI(k)r(3) était la même que celle de MI(k), on peut considérer que si k a tı, ...t. pour facteurs 
premiers autres que 2, alors la prédiction de MI(k)r(p1,...,p.) est celle de MI(k)r(q:1,...,qs), Où q1,...,qs 
sont les éléments de {p:,..,p} différents de t1,...,t.. 

On obtient alors facilement la prédiction de MI(k)t(p1,...,P), utilisant les résultats de la Remarque 
4B6Bc), ceux de l’Exemple 4B6Bf) et le Théorème 4B6Bg) : 


avec : 


so 
i (Log(k))? | 


-1 
Ciir Cire) = Ie ele >) A t, -D° 


On voit donc que cette expression ga E vers la variante de la Conjecture de Hardy 
et Littlewood. 


On obtient alors, procédant exactement comme dans l’Etude de la fonction r(k) par le modèle simple 
MI 4B6A) une proposition P2ry(p1..pn) (1(K)) analogue à la proposition P2m(r(k)) donnant une 
estimation de r(k) obtenue par le modèle MI(kyn(p1,...,Pn). Dans cette proposition la fonction r(k) est 
définie sur le sous-ensemble F(t,,...,:) de N contenant les multiples pairs de t:,...,t, supérieurs à 
2N1=1002. Et on a dans cette proposition : 


E(Xiwro1,.pn) (K) =Cirp1,..pn) (tis )k/(Log(k)). 


Il faudrait vérifier si cette variante est bien en accord avec la Comète de Goldbach. Si tel n’était pas le 
cas, cela signifierait qu’il faut trouver des modèles plus précis que les modèles du type 
MI(K)A(P1;...,Pn). Il est très vraisemblable qu’on ne puisse jamais démontrer, utilisant seulement la 
Théorie des Nombres classiques des propositions analogues à celles qu’on obtient par la TAN 
décrivant la Comète de Goldbach utilisant les modèles MI(k)r(p:1,...,p.) et donc en particulier la 
variante de la Conjecture de Hardy et Littlewood, tout comme la Conjecture faible de Goldbach. 

De la même façon que le modèle MI est analogue au modèle équiprobable MI exposé dans 
l’article ©, et qu’on a défini un modèle Mln(p:,...,pn) analogue au modèle indépendant 
Mir(p:;...Pn), On peut définir un modèle équiprobable M.I(k)r(p1,...,pn) analogue au modèle 
indépendant MI(k)r(p:,...,p.). On obtient facilement en procédant comme pour le modèle MI, que 
chaque modèle indépendant et son analogue équiprobable ont une espérance équivalente quand k tend 
vers l’infini. 
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En réalité, la variante de la Conjecture de Hardy et Littlewood ne représente 
qu’approximativement les propriétés de la Comète de Goldbach pour k dans [5000,1000001]. En effet 
d’après cette variante, on devrait trouver sur la Comète des points se rapprochant tangentiellement une 
de la courbe (K, min(K)) avec rin(k)=0.66k/(Log(k)) correspondant aux naturels ayant 2 pour seul 
diviseur premier ou 2 et quelques autres diviseurs premiers grands. Or sur la comète de Goldbach, la 
courbe minimale observée présente une ordonnée nettement plus élevée que la courbe 
y(k)=0.66k/(Log(k))” (environ 15% en plus). On pourrait en conclure que le modèle MI(Kyn(p1,.-Pn) 
n’est pas assez précis puisqu'il conduit à obtenir la variante de la Conjecture de Hardy et Littlewood 
qui n’est pas illustrée par la Comète de Goldbach. Cependant, on peut interpréter cette différence de 
15% d’une autre façon: 

Comme on l’a vu dans l’Etude d’une fonction par la TAN 4A7a), on peut considérer que les 
tests illustrent partiellement la proposition PZxx(p1….pn ((K)), prenant E(Xir(p1..pn TK) Crnor(p1,..pn) 
k/(Log(k))”. Ainsi, on peut penser que les tests effectués ne déterminent pas r(k) pour k assez grand 
pour que soit illustrée la proposition P2iœnp1,...pn) ((K)) bien que celle-ci soit vraie. 

Ainsi, on remarque que pour k dans [10000,90000], 1/Log(k) est de l’ordre de 10%. De plus 
pour obtenir la variante de Hardy et Littlewood, on a obtenu un équivalent de E(Xitr(p1,.…pnt(K)) en 
utilisant : 


te 1 k2 
SnLog(k)Log(k — 1) (Log(k)) 


Or pour obtenir cette équivalence, on utilise l’inégalité : 


k/2 
1  #/2-—500 


SuLog(k)Log(k —i)  (Log(k)) 
Et donc il est possible qu’un équivalent plus précis de E(Xwp1..pnt(k)) soit, utilisant une meilleure 
approximation du terme de gauche de l’inégalité précédente : 


FD) ET E E E 
(Log(k))’? Log(k) (Log(k))? 
a et B étant 2 réels. 
(On rappelle que pour obtenir p;4=1/Log(i) on utilise que A est un ensemble estimé d’estimation 
a(n)=Jpn (1/Log(t))dt, qui est la meilleure estimation simple de P(n), nombre de nombres premiers 
inférieurs à n). 

Il est clair que pour k tend vers l’infini, 1/Log(k) tend vers 0, et donc on obtient bien une expression 
très proche de la variante de Conjecture de Hardy et Littlewood. 
D’après ce qui précède, on peut obtenir une meilleure estimation de E(Xt(p1..pn) (r(K)) en remplaçant 
dans la proposition précédente P2oxpi..pn (r(k)) donnant un équivalent de E(Xixp1,.pn CK) 
k/(Log(k)? par l'intégrale 2f w2) (1/(Log(x)Log(k-x))dx. (Ceci se justifie simplement si on a considéré 
que l’ensemble A des nombres premiers avait une évaluation probabiliste p;4=1/Log(i) pour i supérieur 
à N\=3 au lieu de N,=501) 
Pour évaluer cette intégrale, on calcule la dérivée : 


AITTEN] 
dx ‘Log(x)Log(k-—x) 


, et on intègre ensuite les 2 termes de l’égalité obtenue. 


EXEMPLE 4.B.7 :CONJECTURE FORTE DES NOMBRES PREMIERS JUMEAUX 


Etudions la Conjecture des nombres premiers jumeaux. Soit G l’ensemble des nombres p premiers tels 
que (p,p+2) soit un couple de nombres premiers. A étant l’ensemble des nombres premiers, on a pour 
tout naturel i, fa(i)=fa()fa(i+2). On sait de plus que A est inclus dans I l’ensemble des naturels 
impairs, mais plus précisément A est inclus dans K1 l’ensemble des naturels dont le carré est congru à 
1 modulo 24. 
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On définit donc les ensembles suivants, i représentant toujours un naturel: 

A={i/i premier} 

H={1 /i+2 premier} 

On a donc G=A NH. 

K1 est l’ensemble des naturels i tels que i est congru à 1 modulo 24. On a donc : 

K1={i / ° congru à 1 modulo 24}. K1 est donc l’ensemble des naturels congrus modulo 24 à un des 
éléments de Bx:1, avec : 

Bki={1,5,7,11,13,17,19,23}. 

On a donc A inclus dans K1. 

De même : 

K’1={i/ (i+2) congru à 1 modulo 24}. K’1 est donc l’ensemble des naturels congrus modulo 24 à un 
des éléments de Bx:1, avec : 

Bx1={3,5,9,11,15,17,21,23} 

On définit alors K2 : 

K2={i / ÿ et (i+1)” sont congrus à 1 modulo 24}. On a donc K2=K1NK’1. K2 est l’ensemble des 
naturels congrus modulo 24 à un des éléments de Bx2, avec : 

Bx2={5,1 1,17,23} (Donc Bx>=Bxi NBx:1). 


Appliquant le pseudo-Axiome des ensembles estimés à A, comme dans l’exemple précédent, on 
obtient la modélisation : 

Pour i supérieur à 501, fA(1) est modélisée par la variable aléatoire XfA(1), avec p(« X£A(1)=1 »)=pia 
=1/Log(i)(1+e(i)). 

Il en résulte : 

Pour i supérieur à 501, fa(i) est modélisée par la variable aléatoire Xfa(i), avec p(« Xfa(i)=1 »= pin 
—Pi+2a. 

On sait que si i n’appartient pas à K2, f«(i)=0 car G est inclus dans K2=K1NK°’1. 

Si i appartient à K2, par définition de fasc, A et C étant 2 sous-ensembles de N, on a: 

foxi) anr2xk2 (1) fane2x2(). 


Utilisant le pseudo-Axiome de l’intersection des ensembles estimés appliqué à (A,K2,K1), puis le 
pseudo-Axiome de l’inclusion des ensembles estimés à (ANK2,K2), on obtient : 

Pour i supérieur à 501, fanx2x2(1) est modélisée par X anx2x2(i), avec : 

PC « Xanr2k2(1)=1 »)=pia/Piki=3pia. 

De même, en procédant de la même façon pour H et K’1 : 

Pour i supérieur à 501, fnr2x2(1) est modélisée par Xunk2x2(i), avec : 

PC « Xnnr2k2()=1 »)=pin/Pix-1=3Pir2a. 

Appliquant alors le pseudo-Axiome des variables indépendantes au couple (Xangzx2(i), Xunx2x2(1)), 
on obtient que ces variables aléatoires peuvent être considérées comme définies sur le même espace et 
indépendantes, et appliquant la propriété de correspondance on obtient : 

Pour i appartenant à K2, « fax2(1)=1 » est modélisée par l’évènement « Xfox2(1)=1 », de probabilité 
Pic/k2 = DPiaPi24. 

(On aurait pu obtenir le même résultat en écrivant : 

G-GNK2=(ANK2)N(HNK2), puis en appliquant le pseudo-Axiome de l’intersection des ensembles 
estimés 2°" forme à (ANK2,HNK2,K2), ce qui permet d’obtenir Pic=Piank2Piunk2/Pix2 puis à 
(A;,K2,K1), (H,K2,K°1), ce qui permet d’obtenir Piang Pia Pik2 /Pixı Et Pinnk2 Pin Pik2 /Pir’ı puis le 
pseudo-Axiome de l’inclusion des ensembles estimés à (G,K2)), ce qui permet d’obtenir Piçx2=Pic 
/Pi, et finalement pic/x2 =PiaPi/(PiriPir-1). 


499 n 

Il en résulte, écrivant G(n) = D fai) + + fai) et utilisant une variante immédiate du Théorème 
i=l i=50lieK2 

4.A.7, que la proposition: 

P(a(3)) :« G est un ensemble estimé d’estimation : 
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a(3) avec a(3)=3/2» 


g(n) = X 9 PaPa ~I Pir 


k k 
X — = À, 
i=$0LieK 2 (Log(k)) (Log(k)) 


a une pseudo-preuve aléatoire. (On justifiera plus loin la notation P(a(3)). 
Nous verrons qu’il existe des modèles beaucoup plus précis que celui qu’on a utilisé. 
Or on a montré plus généralement (On est dans le cas 1 de l’Etude d’une fonction par la TAN 4A7a)) 
que la proposition: 
Q(a(3)) : « Il existe P tel que G est un ensemble estimé d’estimation g(n), avec: 

lim g(n) =p» 
no a(3)(n/(Log(n)) 
a une pseudo-preuve aléatoire. Si cette proposition est illustrée par des tests, elle a une explication 
aléatoire intéressante car elle n’a jamais été démontrée classiquement. Comme on l’a vu dans l’Etude 
théorique 4.A7a), plus proche est la valeur observée B de 1, valeur prédite par le modèle supposé 
exact, meilleur est la qualité du modèle et plus intéressante est l’explication aléatoire. On remarque 
que Q(a(3)) entraîne la Conjecture faible des nombres premiers jumeaux (G est infini) tout en étant 
illustrée par des tests si elle est vraie, et donc si Q(a(3)) est illustrée par des tests (traçant 
g(k)/(k/(Log(k)}”), la Conjecture faible des nombres premiers jumeaux a une pseudo-preuve aléatoire 
intéressante, et aussi une explication aléatoire puisqu’elle n’a jamais été prouvée classiquement. On 
rappelle aussi qu’on peut définir une proposition Q(a(3),B1) plus précise que Q(a(3), en bornant le 
distance | B-1 | par B1). 


On peut généraliser et améliorer le modèle présenté ici en l’améliorant en remarquant que K1 est 
l’ensemble des naturels congrus à 1 ou 5 modulo 6, c'est-à-dire l’ensemble I,(3) introduit dans 
l’Exemple 4.B.6 précédent. Ceci justifie la notation P(a(3)), avec a(3)-3/2. Il est évident qu’on peut 
obtenir une estimation de g(n) de façon analogue en remplaçant K1 par L(pP1,...,Pn) OÙ P1,..,Pn Sont les 
n nombres premiers consécutifs après 3. On obtient dans ce nouveau modèle une constante a(p:,...,Pn), 
telle que les propositions P(a(p1,...,Pn)) et P(a(P1,...,Pn),e) ont des pseudo-preuve aléatoires. 
On rappelle que la Conjecture de Hardy et Litlewood concernant les nombres premiers jumeaux peut 
s’exprimer sous la forme P(2C:)) : 
P(2C): «G est un ensemble estimé d’estimation g(n)=2C>n/(Log(n)) », Cz étant la constante 
intervenant dans la Conjecture de Goldbach proposée par Hardy et Littlewood (voir Exemple 4.B6 
précédent, C2=0.66). Il en résulte, si les tests illustrent la validité de cette Conjecture, que la modèle 
Mir(3) est de très bonne qualité considérant sa simplicité puisque 1.5 est très proche de 1 .32. (On 
remarque que ceci est encore plus manifeste si on écrit : 

? = (1 20€, 

2 (3-1) 
On peut donc conjecturer que la constante a(p1,...,p1)=0n définie plus haut tend vers la limite 2C; 
(pour n tend vers l’infini). Si ceci est confirmé par des tests, ou est démontré utilisant la Théorie des 
Nombres classiques, il est clair que la Conjecture de Hardy et Littlewood pourra être approchée 
asymptotiquement par des propositions P(an) (C'est-à-dire an tend vers 2C, ) ayant une pseudo-preuve 
aléatoire. On pourra obtenir explicitement la Conjecture elle-même en utilisant le pseudo-Axiome 
suivant : 


PSEUDO-AXIOME 4.B.7a)(de la limite) : 

Si on obtient des propositions P(a;) ayant des pseudo-preuves aléatoires, P(a;) dépendant 
seulement du réel oi, et tel que la suite a; tende vers la limite œp, alors lorsque le pseudo-Axiome de la 
limite est valide pour la suite (P(a:)), alors P(a,) est vrai. 

Justification intuitive : 
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Ce pseudo-Axiome de la limite est évident intuitivement car d’après ses hypothèses on peut 
approcher d’aussi prés qu’on veut P(a,) par des propositions ayant une pseudo-preuve aléatoire. 
On utilisera ce pseudo-Axiome de la limite quand les modèles Mi permettant d’obtenir les 
propositions P(a;) sont de plus en plus précis. 


En utilisant ce pseudo-Axiome de la limite, on voit que pour obtenir que la Conjecture des nombres 
premiers jumeaux a une pseudo-preuve aléatoire, il suffit de montrer classiquement que a(p1,...,Pn) 
tend vers 2C, quand n tend vers l’infini. Ceci se ramène à un problème classique de la Théorie des 
nombres concernant les ensembles N/pN. 


Pour résoudre ce problème, on peut montrer que le modèle MI,(p:,....p.), obtenu en remplaçant K1 par 
L(P1:...,Pn) conduit à obtenir a,=a(pı,...,Pn) tendant ver 2C, de la façon suivante : 
On pose maintenant : 
K1=I;(p:.. se Pn). 
K’1={i dans N tel que i+2 appartient à K1} 
K2=Ķ1NK’1 
En procédant exactement comme dans l’ Exemple précédent avec K1=1,(3), on obtient que le modèle 
Ml{(P1:...,Pn) conduit à obtenir que la proposition: 
P(n) :« g(n)=a,k/(Log(k)}, avec :&, = Pix z= l x Pi2 y 
(Pixi) Pi Piki 


a une pseudo-preuve aléatoire. 

On a déjà obtenu pixı dans le Corollaire 4B6Bb). 

Pour calculer pix2, on doit calculer le nombre d’éléments i de p(A(pı,...;Pn) (défini dans l’ Exemple 
précédent) tel que i+1 appartienne aussi à p(A(p:,...,p.)), identifiant A(p:,..,p.) avec N/2p1...PaN. 
Montrons alors le Théorème suivant : 


THEOREME 4B7b) : 


P1,..,Ph étant n nombres premiers consécutifs après 2, le nombre d’éléments i de p(A(P1,...,Pn)) 
tel que i+2 appartient à Pp(A(P:,...,Pn)) est égal à (pi-2)...(Pr-2).(Identifiant A(P1,...,Pn) avec 
N/2p1,..,PnN) 

On notera j1(P(A(P1,..,Pn))}={1 appartenant à p(A(pı,..Pn) tel que i+2 appartient à p(A(P1,..,P1))} et 
J(P(A(P:;...,Pn)}= {i appartenant à p(A(p1,..,Pn)) tel que i-2 appartient à p(A(P1,...,Pn)). 


Démonstration (par récurrence) : 

Dans le cas où n=1, on est dans l’Exemple précédent, où on a vu : 
Card(j:(p(A(3)))}=Card({5})=1=3-2. 

Donc le Théorème est vrai pour n=1. 


Supposons qu’on ait montré le Théorème pour p(A(P1,..,Pn1)). 
On pose J1(P(A(P1,...,Pn1))}= {hi n-13 - -,Ds,n-1 } 
L’ensemble des éléments i de A(p:,...,p,) tels que ni i ni i+2 ne sont divisibles par p,,..,p, est donc : 
B= {hi n-15- A aligrii ss .,2pi Se Pn1(Pn-1)Hhi m1, 2p1. ri .Pn-1(Pa-1)+hs,n-1} 
D’après l’hypothèse de récurrence : 
Card(B)=p„(p1-1). ..(Pn1-1). 
J1(P(A(P1;... ,Pa))) est constitué des éléments i de B tels que ni i ni i+2 ne sont divisibles par pn, c'est-à- 
dire les éléments i de B qui : 
a) ne sont pas de la forme i=ap,.(a dans A(Pp1,...,Pn1)) 
b) ne sont pas tels que (1+2) = apn. 


Si on pose : 
C={i appartenant à B tel que i=ap,, a naturel} 
D={1 appartenant à B tel que (i+2)=apn} 
On a donc : j:(P(A(P:1,...,Pn)))}=B/(CUD). 
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De plus il est évident que C et D ont une intersection vide. 

D'autre part C est l’ensemble des naturels i de A(p1,..,p.) congrus à pan modulo pr, et tels que i n’est pas 
divisible par p1,...,Pn1 ni i+2. 

Et on a vu dans le Lemme4B6Be) que l’ensemble des naturels congrus à pan modulo p, dans 
A(P::...,P1) contenait exactement un représentant de chaque élément de N/2p;..p,.N et était égal à 
l’ensemble de ces représentants. C correspond donc à l’ensemble des naturels ap, dont le représentant 
appartient à j1(P(A(P1;...;Pn-1))). 

On en déduit Card(C)-Card(j:(p(A(p1,...,Pn1))))=(P1-2)..(Pn1-2) d’après l’hypothèse de récurrence. 

De même Card(D)=Card(j;(p(A(P1;...;Pn-1))))=(p1-2).(Pn-1-2) 

On obtient bien : 

Card(j:(p(A(p:...,p)))=Card(B)-Card(C)-Card(D})-(p.-2)...(p:-2). 


On déduit du Théorème précédent, pour K1=I,(p:,...,p;) : 
(pi =2)..(p, —2) 


2p,...p, 
Et donc d’après le Corollaire 4B6Bb) donnant l’expression de pigi et celle donnée par la Remarque 
4B6Boc) : 


Pix 1 n 1 
a, = Ex — =] [0 -—— 
Pixki Piki i=l (p; -1) 
On obtient bien que a, tend vers 2C, pour n tend vers l’infini. 


Pik = 


On voit donc qu’il est très possible que la Conjecture des nombres premiers jumeaux (forte et faible) 
ne puisse pas être prouvée de façon classique, mais seulement en utilisant la TAN comme pour la 
Conjecture de Goldbach. 


REMARQUE 4.B.7c) : 
On peut obtenir des résultats très intéressants en utilisant la Pseudo-Axiome 4.B.7a) de la limite : 


Remarquant qu’on aurait pu dans la proposition P2(S(n)) de la Remarque 4.A.7b) remplacer 
0.98 par n’importe quel réel p avec 0<p<1, on obtient en appliquant le pseudo-Axiome 4B7a) de la 
limite que la proposition suivante, c’est à dire P1(S(n)) a une pseudo-preuve aléatoire: 


= 
pia 


i=NA 


lim 
n> 


On obtient donc que le Théorème 4.A.7) sans uiliser la Loi Forte des Grands Nombres 
généralisée. 


De même, on remarque que dans la proposition P2m(r(k)) (Etude de la fonction r(k) par le 
modèle simple indépendant MI), on aurait pu remplacer 0.98 par n’importe quel réel p tel que 0<p<1. 
D’après ce qui précède, on obtient donc que la proposition suivante P2unin(r(k)) a une pseudo-preuve- 
aléatoire : 

P2unim(r(K)) : « we 0e à =] » 

i>e (i (Log(i))? 
Appliquant le même raisonnement à la proposition P21@z01,...pn) r(K)) (Etude de la fonction r(k) par le 
modèle indépendant MI(k)r(p1,...,P1)) (On rappelle p:,...,p, sont les n premiers nombres premiers 
différents de 2), on obtient, i appartenant à l’ensemble F(t1,....,t,) contenant les naturels pairs ayant 
pour autres diviseurs premiers que 2 t:,..,t., que la proposition suivante a une pseudo-preuve aléatoire: 


Purtorpi,.priim (TK) : « 
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iiini At) 
Sii C alph pn) (tist, Xi KLog(i)}? ) 


)=l» 


Or on a vu: 


On obtient donc, appliquant à nouveau le pseudo-Axiome 4.B7b) de la limite aux propositions 
Puitor(pt,.pn pour n tend vers linfini, que la proposition suivante Py, 6 a une pseudo-preuve aléatoire : 


r t,-—l 
Pu ic : “r(i) x C J x - 5 
1] 1,-2 (Log(i)*) 


S)INTERPRETATION DE LA T.A.N PAR LA TMP. 


Dans un article précédent on a exposé la Théorie Mathématique Platoniste (TMP) permettant 
d’interprèter l’ensemble des théories mathématiques classiques de façon Platoniste. On a vu en effet 
que les théories mathématiques classiques pouvaient être identifiées à des fhéories mathématiques 
Platonistes (écrites sans majuscules et sans l’article défini “la”). 

La T.A.N peut être identifiée à une théorie mathématique Platoniste T4 sur un code Platoniste 
Ca, celle-ci étant appelée Théorie mathématique Platoniste aléatoire des nombres ou Théorie 
Aléatoire des Nombres Platonistes. Les hypothèses H(C1) de Ca contiennent la théorie des 
probabilités, elle-même identifiée à une théorie mathématique Platoniste sur un code Platoniste Cm, 
celle-ci étant appelée Théorie mathématique Platoniste des probabilités. Cm est le code Platoniste 
minimal, c’est à dire comme on l’a défini dans la TMP que H(Cm) contient seulement les bases de la 
TMP. 

Dans la théorie mathématique Platoniste aléatoire des nombres, on admet axiomatiquement 
que “est modélisée par” représente une unique relation non-floue qui peut exister entre une fonction 
d’un sous-ensemble F (fini ou infini) de N dans N (qui est un objet mathématique non-relationnel) et 
une séquence de variable aléatoire indexée sur F (qui est aussi un objet mathématique non-relationnel). 
Si on avait défini “est modélisée par” comme une relation entre “une proposition ayant une 
signification Platoniste” et un évènement d’un espace probabilisable, alors “est modélisée par” n’aurait 
pu être identifiée à une relation non-floue puisque “une proposition ayant une signification Platoniste” 
n’est pas une objet mathématique non-relationnel. 


Alors, considérons dans un texte T la proposition (appelée “une loi numérique aléatoire” dans 
la T.A.N) de la forme: 

P;:“f(k) est modélisée par X(k)” 

Ou de la forme : 

P;:“f est modélisée par (X;)r”° 


Avec f fonction d’un sous-ensemble F de N dans N et (X(i))r une séquence indexée sur F de 
variables aléatoires alors si les propositions la précédant dans T sont vraies la proposition P aura 
comme signification Platoniste d’après les règles syntaxiques du code Platoniste CA la proposition 
élémentaire Platoniste: Pai :“est modélisée par(f,(X(i)}r)”. 


Considérons dans un texte T sur CA une proposition H; de la forme, les propositions précédant 
H; dans T étant vraies: 
H;: « P est modélisée par Ev”. 


Avec P une proposition équivalente à une proposition Platoniste stable et Ev évènement d’un 
espace probabilisable (Q,B,p). 
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Alors on définit la fonction fp, de F={1} dans {0,1} telle que “fp=1” est équivalent à “P est 
vraie”, et on définit XP(1) comme une variable aléatoire sur (Q,B,p) à valeurs dans {0,1} telle que 
“X?(1)=1” est équivalent à “Ev”. 

Les définitions précédentes auront dans le code Platoniste CA considéré comme signification 
Platoniste une proposition Platoniste stable (Hi1,H4). D’après les règles syntaxiques du code 
Platoniste CA, H; aura alors comme signification Platoniste cette proposition Platoniste (Hi, Ho) 
suivie de la proposition élémentaire Platoniste: His: « est modélisée par (f,(XP(1)}r) ». 


Par exemple on admettra l Axiome suivant: Si E est un ensemble de séquences (u;)x à valeurs 
dans N, (H sous-ensemble de N fini ou infini), et si F est une fonction E dans un sous-ensemble fini G 
de N, alors si on a une fonction f de H dans N et une séquence indexée sur H (X;)n de variables 
aléatoires définies sur le même espace probabilisable Q, telle que f est modélisée par (X;)x et que de 
plus pour tout x de G “F((X;)h)=x” est un évènement de Q, alors si on définit la fonction g de de {1} 
dans G telle que “g(1)=x” est équivalent à « F((f()x)}=x » et si on définit la variable aléatoire Y(1) à 
valeurs dans G telle que p(« Y(1)=x »)=po(« F((Xi)H=x »), alors on aura “g est modélisée par Y”. 


Tout pseudo-Axiome de la TAN de même que les propriétés de correspondance 
correspondront à des Axiomes de la TAN Platoniste permettant d’obtenir des lois numériques 
aléatoires. Ceci à l’exception du pseudo-Axiome du modèle exact. En effet, celui-ci affirme que dans 
le cas où F={1} et qu’on a une fonction f de F dans {0,1} et une variable aléatoire X(1) à valeurs dans 
{0,1}, avec F est modélisée par (X(i))r alors si on a p(X(1)=1)=1, dans certains cas ceci a comme 
conséquence F(1)-1. Ceci dans la TAN Platoniste ne sera pas obtenu par un Axiome: Il s’agira de 
l'interprétation de ce résultat par le mathématicien. 

Les Axiomes de la T.A.N Platoniste définiront partiellement la définition de la relation non- 
floue “est modélisée par”. 

On remarque qu’il est très certainement possible de n’utiliser aucun Axiome dans la T.A.N 
Platoniste. Pour celà on définit pour chaque pseudo-Axiome aléatoire et propriété de correspondance 
des relations non-floues “est modélisée de façon A”, “est modélisée de façon B”... pouvant exister 
entre des fonctions définies sur un sous-ensemble S de N et des séquences de variables aléatoires 
indexées sur le même sous-ensemble S. On les définit par des définitions complètes qui sont 
déductions logiques relationnelles évidentes des propositions les précédant dans T4 et des hypothèses 
H(C4) de la T.A.N Platoniste comprenant on le rappelle la Théorie des probabilités qui elle-même 
n’utilse pas d’Axiomes autres que ceux des fondements de la T.M.P. Cependant le formalisme de la 
T.A.N Platoniste obtenue est alors beaucoup plus lourd. Il est cependant remarquable qu’on puisse 
interpréter la T.A.N par la TMP sans admettre de nouveaux Axiomes. 

On pourra donc montrer formellement qu’une proposition stable ou une loi numérique 
aléatoire ont des pseudo-preuves aléatoires mais pas qu’une proposition stable a une explication 
aléatoire. P étant une proposition mathématique simple générale (C’est à dire n’employant pas de 
concepts particuliers non-flous pré-définis) , on dira que P a une pseudo-preuve aléatoire si elle 
concerne une infinité de naturels et de plus si il existe X(1) telle que X(1) est une variable aléatoire, à 
valeur dans {0,1}, telle que t(P) est modélisée par X(1) et p(X(1)=1)>0,8”. 


Cependant le fait qu’une proposition P ait une explication aléatoire est une interprétation 
subjective de la communauté des mathématiciens du fait que la pseudo-preuve aléatoire de P (Si elle 
existe) constitue une justification théorique possible et intéressante de P. Ceci signifie que ni P ni 
NonP n’ont été montrés classiquement, que P concerne une infinité de nombres et que P est illustrée 
par de nombreux tests. 


6.RESTRICTION DES MODELISATIONS. 


Il pourrait être intéressant ou nécessaire de réduire le nombre des pseudo-Axiomes aléatoires 
ou de restreindre leurs cas d’application de même que ceux de la propriété de correspondance afin de 
simplifier la théorie ou de réduire le nombre de pseudo-preuves aléatoires possibles. C’est seulement si 
certains pseudo-Axiomes sont inutiles ou si on montre qu’ on obtient trop de propositions ayant une 
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pseudo-preuve aléatoire que cette section sera utile. Ainsi, on pourra conserver le pseudo-Axiome 
aléatoire suivant, dit pseudo-Axiome aléatoire de l'inclusion des ensembles estimés : 

On considère A et C 2 ensembles estimés (toujours implicitement sur N) avec ACC, et D est 
défini par D=N/C , et donc AND=Ø. On suppose que A (resp.C) est associé à une loi de probabilité pa 
(resp.pc) d’un espace probabilisable Q4 (resp.Qc) et que C est connu. 

Alors d’après ce pseudo-Axiome on pourra considérer que A est un ensemble estimé associé à 
une loi de probabilité pa2 d’un espace probabilisable Q,, définis par, avec des notations évidentes : 

Si i €C : par(« IEA »Qa2)=pA(« 1EA Doa)/pc(« 1ECJoc. 


Ceci se justifie intuitivement par : 

Par(& IEA »oazgal« IEC Vaz.ac)= paz(« IEA »oazoaN« IEC Doar.ac)/Par(« IEC »oaz oc)= 

Pa2(« i€A Daar.aAWPa(« i€C »aaA2.ac) (Car AcC). 

On a employé et on utilisera les notations : 

-Qg étant un espace probabilisable, «i€A »og représente un évènement de Qg modélisant la 
proposition « i€A ». 

-A étant un ensemble estimé associé à une loi de probabilité pa d’un espace probabilisable Q4 et Qg 
un espace probabilisable de loi de probabilité pr, «1€A »aroa représentera un évènement de Qg 
modélisant la proposition « i€A » et tel que (On rappelle qu’une même proposition peut être modélisée 
par des évèvements d’espaces probabilisables distincts): 

PE(KIEA Dor.oa J=PA(K 1EA »oa ). 


Si i€D : pa2(« 1€ A Don )=0 (Car AND=Ø). 


Dans certains cas, si on applique le pseudo-Axiome des variables indépendantes en obtenant 
« f est modélisée par Xf », Xf séquence de variables indépendantes, on ne pourra appliquer la propriété 
de correspondances qu’à certains types de proposition ou de fonctions utilisant f. On dira alors « f est 
modélisée par Xf avec restriction ». On dira qu’on a une restriction de la propriété de correspondance 
pour (f,Xf). Cependant on verra que restreindre la propriété de correspondance allourdit le 
formalisme de la théorie des ensembles estimés et c’est seulement si il apparaît que cette restriction est 
nécessaire qu’on l’incluera dans la théorie des ensembles estimés. Nous allons maintenant donner une 
illustration de cas de restriction de la propriété de correspondance. 


On suppose que F est un sous-ensemble fini ou infini de N et que pour tout i élément de F on a 
une variable aléatoire Xa:(i) définie sur un espace probabilisable Q; de loi de probabilité po; et à valeur 
dans {0,1} définie en utilisant des évènements élementaires indépendants 
« KEA] Doioar,.…., « KipEAp Voioap, Au,.,A, étant des ensembles estimés distincts, et pour j dans 
{1,...p} Aj associé à un espace probabilisable Qaj de loi de probabilité paj. Les kij sont des fonctions de 
i ou (et) de(et) de k dans le cas où F=F(k) est défini en fonction du naturel k. 

C'est-à-dire qu’on aura « Xai(i)=1 »ai est équivalent à un évènement de Q; défini en utilsant 
tous les évènements de type « ki£A; »aioai et les symboles « Non », «et » et «ou ». On suppose de 
plus que l’évènement « Xai(1)}=1 » modélise une proposition « fe(i)=1 », fe(i) à valeur dans {0,1}, 
« f(1)=1 » équivalente à une proposition utilisant les propositions élémenaires de type « k;£A, » et les 
symboles «et», «ou» et «Non». (En général on aura « fK(1)=1 » est équivalent à «i€E », E 
ensemble estimé ou E=E(F)cF). 

(Ce qui suit demeure vrai si plusieurs évènements élementaires sont du type «k;€A; »oioa; pour 
différents naturels h ou si des variables aléatoires distinctes ne sont pas définies en utilisant les mêmes 
ensembles estimés Aj). 

Avec les hypothèses précédentes on dira que f;(i) est une fonction définie sur F modélisée sur 
les ensembles estimés A;,..,A, par Xoi(1). 

D’après le pseudo-Axiome aléatoire des variables indépendantes il existera un espace 
probabilisable Qr correspondant à une loi de probabilité por et des variables aléatoires indépendantes 
Xor(i) , i élément de {1,..,p} définies sur Qr et à valeur dans {0,1} telles que pour tout i élément de F: 
Parl « Xor(1)=1 »}=pai( « Xoi(1)=1 »), avec « fe(i) est modélisée par Xor(i) ». 
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Cependant, si il existe h dans {1,.,p}, et (i,j) dans F° avec ižj tel que kikin, on aura alors 
« fei) est modélisées par Xor(i) avec restriction ». On dira que « f£(i) est modélisées par Xor(i) par 
sommation ». On aura donc une restriction de la propriété de correspondance pour (fx, Xor). On pourra 
remplacer la notation Xor par la notation Xor£. 

Dans le cas contraire, on aura «fk(i) est modélisée par Xor(i) sans restriction ». Ceci 
signifiera qu’on pourra appliquer la propriété de correspondance à toute fonction ou proposition 
utilisant seulement fg comme fonction modélisée. 

Dans le cas où « fg(i) est modélisées par Xar(i) par sommation », on ne pourra appliquer la 
propriété de correspondance que pour obtenir des propositions de type P1 et P2 que nous allons 
définir. 

On conserve les notations précédentes. Si F est infini, on notera F(n) l’ensemble des éléments 
de N appartenant à F et inférieur ou égal à n. 

On ne pourra alors appliquer la restriction de la propriété de correspondance pour (fx, Xor ) 
que pour obtenir que la proposition P1 : « La limite quand n tend vers l’infini de (Ziermte(1))/g(n) est 
égale à a », ( a étant un réel et g une fonction croissante et tendant vers l’infini) est modélisée par 
l’évènement Ev1 : « La limite quand n tend vers l’infini de (Zierm Xor(1))/g(n) est égale à a ». 

Pour obtenir la modélisation précédente on applique la restriction de la propriété de 
correspondance pour (fr, Xor ). 


On suppose qu’on a des ensembles estimés A:,..,A,, et que (k(j)}\ est une séquence de naturels 
croissante strictement. On suppose de plus que pour tout k(j), F(k(j)) est un ensemble de cardinal fini 
n(k()), n(k(j)) croissant et tendant vers l’infini, et frxçea est une fonction de F((k(j)) dans {0,1} 
avec frege (i) est modélisée sur les ensembles estimés A:..,A, par Xori) et fraçpeæ est 
modélisée par X ora par sommation. » 

Alors on ne pourra appliquer la restriction de la propriété de correspondance aux couples 
rage» Xorxç») que pour obtenir qu’une proposition de type P2 : « La limite quand k(j) tend vers 
Pinfini de G(k(G))/g(k(G))= (iera fraiyexiy G)VgkK0G)) est égale à a» est modélisée par l évènement 
Ev2 : « La limite quand K(j) tend vers l’infini de Y(k(j)}/g(k()) est égale à a », g étant une fonction 
définie sur N , croissante et tendant vers l’infini pour k(j) tendant vers l’infini et les Y(k(j)) étant des 
variables aléatoires indépendantes telles que Y(k(j)) coincide avec Yrægyoregoy KO) Eiere 
Xork())()- 


Pour obtenir la modélisation précédente, on applique la restriction de la propriété de 
correspondance pour (frxçgexg» Xar«g) à GKG) Liera frego (I, puis le pseudo-Axiome des 
variables indépendantes à « G(k{(j)) est modélisée par Yraporæy (K()) », ce qui permet d’obtenir 
« G(k(j)) est modélisée par Y(k(j)) » puis la propriété de correspondance à P2. On peut considérer 
qu’il y a une restriction de la propriété de correspondance pour (G,Y). 

En conservant les mêmes notations mais en supposant que fE(i) est modélisée par Xor(i) sans 
restriction », la modélisation de P1 s’obtient directement par application de la propriété de 
correspondance, valide sans restriction. Si on suppose que frægexg est modélisée par Xora) Sans 
restriction, on admettra aussi la validité de la modélisation de P2 par Ev2.(Obtenue de la même façon). 

Il est évident que la modélisation sera de meilleure qualité si pour F donné, pour tous i et j 
éléments distincts de F, il existe h dans {1,.,p} tel que ki#k;, et de même, dans les hypothèses de la 
modélisation de P2, si pour tous k(r) et k(s) distincts, pour tous i dans F(k(r)) et j dans F(k(s)), il existe 
h dans {1,..,p} tel que, avec des notations évidentes, k(k(r))Zk;(k(s)). On pourra donc toujours 
essayer de se ramener au cas précédent comme on l’a fait dans les explications aléatoires des 
Conjectures fortes de Goldbach et des nombres premiers jumeaux. 

On obtient des résultats analogues aux précédents si on remplace les évènements élémentaires 
« kjE€Aj Doioa par des variables aléatoires Xoioaj(ki), définies sur l’espace probabilisable Q; et à 
valeurs dans {0,1} et telles que poi(« Xoioaj(ki)=1 »)=poi(« KirEA; aioa;). On suppose alors que pour 
tout i dans F, on a une fonction F; telle que f()=F(£(ki).,.,fas(Kin)), modélisée d’après la propriété 
de correspondance par Xai(1)=F(Xoioa(ki)..,Xoioa(Ki)). Fi sera choisie pour obtenir feg à valeurs 
dans {0,1} et pourra être donc par exemple un produit ou une expression du type: 
faroa Par) Faa()-Lar (RE ao(). 
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L’obtention de la proposition donnant une estimation de ANB, A et B étant des ensembles 
estimés est en accord avec la restriction de la propriété de correspondance qu’on a définie. (On obtient 
que fang est modélisée par Xon, ang sans restriction.) De même les explications aléatoires de la 
Conjecture Forte de Goldbach et celle des nombres premiers jumeaux. Il semble plus généralement 
que si on réduit les cas d’application de la propriété de correspondance et du pseudo-Axiome des 
variables indépendantes concernant les ensembles estimés aux cas précédents et si on se réduit à 
admettre le pseudo-Axiome de l’inclusion des ensembles estimés, le pseudo-Axiome aléatoire de la 
limite ainsi que le pseudo-Axiome des ensembles estimés, cela soit suffisant pour l’étude des 
ensembles estimés par la T.A.N.(On rappelle que le pseudo-Axiome des ensembles estimés permet de 
modéliser comme un ensemble estimé (sur N) un sous-ensemble infini A de N dont on connait une 
fonction équivalente à a(n), a(n) étant le nombre d’éléments de A inférieur à n). On rappelle que les 
restrictions précédentes de la propriété de correspondance et du pseudo-Axiome des variables 
indépendantes alourdissent le formalisme de la théorie des ensembles estimés, et que c’est seulement 
s’il apparait que ces restrictions sont nécessaires qu’on les intègrera à la théorie des ensembles 
estimés. 

On aurait pu obtenir une explication aléatoire de la Conjecture forte de Goldbach sans utiliser 
les ensembles estimés mais en utilisant le pseudo-Axiome du modèle équiprobable, généralisant 
l’explication aléatoire de la Conjecture faible de Goldbach et l’estimation de r(k) exposées dans le 
premier article. Pour cela on utilisera néanmoins les ensembles qu’on a introduits. 


On rappelle que la restriction de la propriété de correspondance et les pseudo-Axiomes 
aléatoires précédents peuvent être identifiées dans une théorie mathématique Platoniste, branche de la 
Théorie Mathématique Platoniste (T.M.P), à des propositions mathématiques simples définissant des 
relations non-floues de type «est modélisé de façon A, «est modélisé de façon B »... Et donc 
l’interprétation de la T.A.N par la T.M.P ne nécessite pas l’introduire de nouveaux Axiomes. 


7.CONCLUSION 


Ainsi on a montré comment la TAN permettait de montrer que des propositions concernant les 

décimales d’irrationnels ou des sous-ensembles de N avaient des explications aléa/toires, c'est-à-dire 
des explications rationnelles basées sur le hasard, sans avoir été démontrées classiquement ni leur 
négation. 
Il semble certain que bien que souvent ces explications aléatoires soient très simples, ces propositions 
naient pas de démonstration classique. Par exemple si on considère la proposition «Si I est 
l’ensemble des naturels i inférieurs à n tels que la i°"” décimale de Log(3),V5,x coïncide, alors I est 
infini », il semble impossible de prouver cette proposition en utilisant les Axiomes classiques de la 
Théorie des nombres, alors que cette proposition peut être obtenue très simplement par la TAN, qui 
permet d’obtenir aussi l’estimation i(n) de I. 

Comme dans l’étude de la Conjecture faible de Goldbach ©, on a vu que la TAN permettait 
non seulement de prévoir que certains ensembles étaient finis, infinis ‚vides ou non vides, mais aussi 
de prévoir certaines de leurs caractéristiques, par exemple leur estimation. Il semble impossible 
d’obtenir ces caractéristiques si particulières sans utiliser les modèles statistiques obtenus par la TAN. 

Il reste à réaliser des tests, afin de vérifier l’importance et la validité de la TAN concernant les 
décimales d’irrationnels et les ensembles estimés. En particulier, il faudrait vérifier en effectuant des 
tests la validité de la variante de la Conjecture forte de Goldbach de Hardy et Littlewood, et celle 
concernant les nombres premiers jumeaux dont on a donné une pseudo-preuve aléatoire dans cet 
article. Si tel n’était pas le cas, il faudrait trouver des modèles plus précis que ceux présentés dans cet 
article. 

Il reste aussi à démontrer la Loi Forte des Grands Nombres généralisée qu’on a conjecturée, 
mais ceci est un problème classique de probabilité. On a vu cependant qu’on pouvait éviter son 
utilisation en appliquant le pseudo-Axiome aléatoire de la limite. Il faudrait aussi comme on l’a vu 
étudier les prédictions des modèles MI(k)r(p1,...,Pn), et Meal(K)r(p1,..,pn) pour les faibles valeurs de k 
(k dans [1000,100000]) et vérifier si elles permettent de justifier l’aspect de la Comète de Goldbach 
pour ces faibles valeurs. 
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Un résultat extrêmement intéressant obtenu dans cet article est d’avoir donné une explication 
aléatoire à des propositions comme la variante de la Conjecture de Hardy et Littlewood concernant la 
Conjecture forte de Goldbach et la Conjecture forte des nombres premiers jumeaux. 
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